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ПРЕДИСЛОВЕЕ. 

Излавая переводъ замфчательнаго по своей легкости 
и спешальной полнот$ сочинешя «Сошз 4’Апайузе шйп!- 
1ё5тпа!е» раг ]. Воиззшеза, я думаю, что иду навстрЪчу, 
ошушающенся у насъ недостатку въ математическихь 
сочинешяхъ вообще и сочиненй по «Аиализу безкоиечно- 

малыхъ» въ частности: существующия у насъ сочинея 
по этому предмету либо уже н$сколько устарфли, либо 
представляютъ конспективное изложене профессорскихъ 
лекшй, могущее быть полезнымъ только передъ экваме- 
намн, когда учащимся приходится болфе или менфе прн- 
норавлизаться къ индивидуальнымъ особенностямъ и тре- 
бовашямъ своего профессора. 

ЦБль преллагаемаго мною перевода иная: не разсчитывая 
на широкое распространеше вообще какихъ-либо математи- 
ческихъ сочиненй въ обществ, гдЪ, къ сожалЪню, отно- 

сятся крайне несправедливо къ математикЪ, видя въ ней 

какую-то трулность и даже сухость, все жесмЪю надфяться, 
что найдется не мало людей, которые пожелаютъ не 

ограничиваться одними только лекшями профессора и по- 
интересоваться боле полнымъ изложещемъ нфкоторыхъ 
занимательныхъ вопросовъ анализа. Съ другой стороны, 
текущее десятилЬце въ РосЧи должно быть отмфчеио не- 
бывалымъ до сего времени подъемомъ самообразованя и 
интереса къ самостоятельному изучешю природы н жизни. 
Желающие заняться Анализомъ безъ руководнтеля, надЪюсь, 
найлутъ въ книг Буссииеска наиболфе легкое, но виЪстф 

съ тЬмъ полное объяснеше вефхъ самыхъ главныхъ прин- 

циповъ этого отдфла науки, 
1: 
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Несколько мЪсяцевъ труда прн знани тёхъ почти 
самыхъ неинтересныхъ отдфловъ математики, которыя 
выкинуты рутниой на долю такъ называемой, но не суще- 
ствующей на самомъ дфлЪ, низшей математики, будетъ 

вполиЪ достаточно, чтобы понять идеи н иаучнться н$ко- 

торому механизму анализа, что впослЪдствй прн примф- 
нени его къ изученю природы окупится той пользой и 
наслаждешемт, которое лоставляеть красота и почти все- 
могущество этого столь великаго рычага челов ческаго 
прогресса, открыемъ котораго мы обязаны ученымъ ХУП 
вфка. 

Что касается самаго содержашя, то могу прибавить 
слфдлуюшее: 

г) Слова самого г. Буссинеска (въ предисловш къ фран- 
пузскому оригииалу): 

«Произведеще, гдЪ должны быть сконденсированы 
результаты, завфшанные славными именамн науки, оста- 
вляютъ немиого мфста лнчиымъ нзысканямъ Автора. Но 
если геометры захотятъ дать себ трудъ познакомиться 
съ ними, то они увидять нфсколько оргинальныхъ статей, 
которыя я позволилъ себЪ, гдЪ это надо, извлекать изъ 
свонхъ Мемуаровъ (напр. Соицез гепфи; 4е Р.Асадетие 465 
Заенсея; Метое; 4е 14 боев Че Зоеисех @в Г4Ше; ош 
4 Мафетайциез ригез @ арьйдивз; епс.). ЗдЪсь мнЪф доста- 
точно указать: въ том [, естественное опредфлене диф- 
ференщальныхъ параметровъ функшИ точки; этюдъ изо- 
троши тфлъ прн помощн безконечно-малыхъ вращенй 
координатныхь осей; теорю безкоиечнаго сближены, 
между послФдовательнымн кривыми одной и той же 
группы; теорю кривыхъ-асимптотъ и зивелопъ-асимптотъ 
такой же группы; формулу варьнровашя наклона поверх- 

иости вдоль лины уровня и свойство, отсюда вытекающее 
для линй, которыя я называль лишями наибольшихь и 
наименышихь покатостей поверхностн; элементарное выра- 
жеше расширен, получаемыхъ малой частью кривой по- 
верхности, которую деформнруютъ». 

ВсЪ эти интересныя статьи, къ сожалёно, представ- 
ляють нфкоторыя спешальныя трудности и ие относятся 
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иепосрелственно къ самому Аиализу, поэтому при переводЪ 
мною онн не были перенесены въ элементарную часть, что 
я нногда дфлалъ съ другими статьямн, отнесенными г. Бус- 
синескомъ во Н часть, но могушныи и долженствующими 
даже быть въ элементарной части. Такъ №№ 62, 63, 67, 

68, 79, 150—154, 169—172 и вся глава ХЛУ перенесены 
въ элементарную часть. Такимъ образомъ ифль раздфленя 
1 (какъ и Ц) тома, какъ самимъ Буссинескомъ, такъ и мною, 

на двё части заключается въ томъ, чтобы дать возмож- 
ность изъ [ части ознакомиться съ самимъ предметомъ и 
методомъ Дифференщальнаго Исчисленя, тогда какъ П 
часть спещально предназначена ознакомленно съ примфне- 
немъ анализа къ механикВ н математической физик. 

ТЪмъ не менфе каждый томъ можетъ составлять одно 

цВлое, для чего въ немъ улержантъ одинъ порядокъ номе- 
ровъ статей. Статьи, отмфченныя въ. оглавлеши перваго 

тома звЪздочкой (*), нахолятся въ «Прибавленяхъ», въ над- 
лежащемъ мЪстф. 

2) Сушествеиное измфневе оригинала при переводЪ 
заключается въ томъ, что я взялъ на себя смЪлость 

замЪнить, гл это нужно, буквы 4, означаюнуя «диффе- 
реншалъ», буквами д, о чемъ можно найти объяснене 
въ приложени къ глаз [У въ кони первой части. 

3) Для большей ясности нногла прн выраженяхъ я 
ставилъ сзади окончаыя падежей, кая должны были бы 
получить этн выраженя; такъ напр. «функщя у ха» 
означаеть «функшя У икса» ес. 
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ше поетоянныхъ и произвольныхъ функц/й посредетвомтъ лифферен- 

цирован!я; раземотр& ие одвородныхъ фуннш; теорема Коши объ 
отношени одновременныхъ прирашен!й двухъ функщй и употреб- 
лене этой теоремы, особенно при исчисленяхъ выражешй неопре- 

дълевной формы; разложене функшй въ цёлыя серн (строки); 

формулы Тэйлора и Макъ-Лорэна; разложеше (а--Ъ)”, ит, д, 
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ван и ` образовате дифференщельнаго уравнешя, подходящего 
ко всей труп функщИ или кривыхь. 
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79. — Исключене  производьвыть функ и образоваше уравнений, ыБющихь 

частныя производиыя и ныражающяхь свойство касательной плоско- 
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сти, общее всому классу поверхностей, содержащему безконечяость 

груитъ, или свойство всего класса функ ифеколькихъ независимыхъ 

пережьнныхь 291 
80*.— "Теорема Эйлера относительно однородныхь функай и прутчхь общих 

свойств отихь функщЙ нь. нь. туз иньиини чин нина 122* 

81*.— Частное свойство одиородныхь и ифлыхъ функций второй степен: 
конь взаимности, которая получается при внутреннихъ перемщеняхь 
`равновжая упругато тёла, подвергнутаго различныхъь дфйствямь. ... 125% 

— Другое аналитическое пранисше дифференцельнаго ночислевя; истин- 
ныя значеныя выражен! неопредфленной фориы . 

83. — Теорвма, Коши объ отношении одиовременныхъ увеличен (приранцений) 
двухъ функций 

84. — Доказательство правила, относящагося къ выраженимь формы %4; 
исключительный иди содержеицй спещальныя трудиости случай 

85. — Прамбиене правила, къ примзру 
. со 86. — Выражены форны © 

87. — Распространеше правила н на случай, когда при безконечномь зна- 

чеши поромннаго члены разематриваехов сроби дёлаются либо 
оба, безковечностями, либо оба, нулями 

88. — Приивръ: сравненке экопонентныхь фупкщий и логарнвмовь, золающихся: 
безконечными, съ алгебраическими функцями ихъ перемфинаго, во- 

торыя латся также безконечныхми . 
89. — Друмя выраженуя неопрелфленной формы . 

90". Прижънене теоремы Коши къ раземотрёнйю отношений, существующихь 

между очень удаленными касательными безковочной вфтви кривой 
и ел асямптотою -. .. 

91. — Предметь и важность формулы Тойлора. 
3. — О соприкосновении двухъ функий: условы, при которыхь такое сопри- 

коеновен!е будеть ланяаго порядка, ® 

93. — Формула и сея Тэйлора; обийе случаи сходимости 151 
94. — Формы обталка, лыведенныя Лагранжемь, Коши, Рошемъ 154 
95. — Формула н серя Макъ-Лорсна; разложене с”, созх и зтх 158 
96*— Приюфнене серш Тэйлора кЪ намбозфе приближенному исчисленно 

пролзводныхь функщи посредством двухъ ияи и сколькихь сосфдвихь 
значенй функщи.. . 

37. — Примненю серм Макъ-Лорэна въ разлощению (2+ 5)", т.-е. къ 0боб- 
щенной формуль бниома _ 

98*.— Распрострамене серн 'Гойлора на функщи  БООлЬкихь независи- 
мыхь перемёнимхь . 184" 

ГЛАВА УШ. 

Продолжене аналитическихь примфнеый дифференщальнаго 

исчиеленя: общая теоря максимальныхь и минимальныхъь 

значенй фувкщй; задача Фермата, и т, д.; *методъ наимень- 

шихъ квадратовъ; отвосительныя тахта и шшаниа. 

30. — Махина или пота, функдйй и ихъ наибольния пан наиженьши звачевя . 163 
100. — Общая теоря максинумовъ и минимумовь функцйй одного только не- 

зависимаго перенфннаго; празида, Фермала, и Кеплера......-.- ,.. 165 
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101. — Первый призфрь: минимальное разотояше отъ точки хо кривой: - 
102. — Второй примфръ: задача Фермате, относительно нредомлешя евфта 

зВкоыЪ экономи или нанченьшено разстонния . 
108. — Махта, и прилива фуняцие нЪъсколькахь поремвнныхь: общая лоря. 173 
204.-- Часчный случай двух перехвипыхь . 198 
105. — Минимальное разотоящше отъ точки до поверхности; иннимальное раз- 

стояше между двумя кривыми или поверхностями . 
108*— Методь изименьшихь квелраловъ. 
107".— Прим5ръ шиутоти’овъ, полученныхь при. фут двухъ перомфииыхь 

безъ вычислешя послёлнихь. 
108*.— Прижфненю къ доказательству основпой воры вагобры 
109. — Относительныя шахииа и шипа: общее правило 

119 

138* 

144* 

150* 

180 

произие- 110, — Примбрь: разложене заннаго числе на маст, у, 2 
деше поторыхь «“у 27... бызо бы тахилангомь озу нльннн а. 138 

ГЛАВА 1Х. 

Геометрическя примфненя дифференщальнаго иечислен!я: 

теор!я контактовъ плоскостныхъ кривыхъ; разсмотрн! ихъ 

прямыхъ-кавательныхь, ихъ вогнутости или выпуклости и 
*особенныхъ точекъ. 

11, — Замёчато о гоомотфическихь призфиеныхь диффереищелньнаго нечи- 
слетя къ тому, Что касяется плоскоотныхь кривыхь: бозконеию- 
малый тругольникь . . . 

112. — Общая теоря коятактовъ пзоскостныхь вкрипыхь: ублова и обозиа- 
чене ковтажта, порядка ® 

113. — Поряхокъ контакта не зависить оть выбора осей... 
114. — Контакты чегнато порядка и контакты нечетнаго поралка, 
115. — Кривыя-касалельныя; ихъ польза. 
116. — Отношешя кривой съ вя прямыми-насалельнымй или касательные; 

вогнутость, выпуклость и перегибы этой кривой. 
11 *— МЬсто точекъ перегиба групиы кривыхь 
118°.— Панболфе частая особенности наоекостныхь кривыхь: изолированныя 

точки; двойных точки. 

Прододжене: точки поворота 9 
Н$которыя друмя, боле рёдая, овобонности вообще кратныя точек: 

особенныя лшии; угловыя точки и точки остановки 

121*.— Иримвнене къ алтебраическияь кривымь: отоутотве угловыхь точекъ 

я точекь остановки въ отихь вривыхъ. 
Примфры особенныхь точекъ въ алгебраическихь кривыхъ . 
Прижфры угловыхъ точекь и точекь остановки въ приночидентиыхь 

кривыхъ, предфлахь алгебранческихь кривыхъ „.... 190* 
Свойство ассимптотъазгебраическихь кривыхъ, занлючающееся ътоиъ, 

зто эти кривыя не могуть представлять точекъ остановки. Возможный 
прерывности въ аягебраическихь ФункЦЕЯХЬ еее нете нь 172* 

119*. 

120 

122*. 
123*.. 
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Стран. 
ГЛАВА Х. 

Кругъ-насательный, ‘кривизна и зволюта плоскостныхъ кривыхъ 
и коничеекихь ефченй. Теоря хривыхъ-анвелонт. 

195. — Общее разомотрье груга-касательнато при плоскостной хривой 
126. — Геомотраческое опредьлене центра этого круга... 
127. — Уголь смежности 
128. — Кривазна плоскостной кривой . 
129. — Зволюта плоскостной кривой 
180, — Обиця снойства, эволютъ...... 
181. — Обраловаще кривой поередетномь разяертыважя эволоти 
132. — Объ знольнентахь кривой. 
133. — Радуеь чривизиы коническихь офченй 
134*— Выраженю ото въ видё фунищи угла, отрезают ого собственное 

паправленю -. 
135. — Эволота параболы; выпрязене иторой ной 1 210 
136. — Элолоты эллицея и гипербоды. 
137*— Апезола группы плоскоетныхт кривыхь и, вообще, дишы, но которой 

эти раллочиыя хривыя оближаютол съ сиоими соефлними кривыми 
безконечно боле, чфиъ въ рук евоихь точнахь. „214 в 178* 

Обиця свойства, отихъ лин 
Отличительшое свойство вривыхъ-анвелолъ _ 
Прихёры. 

141*.— Внутренвя анвелопы, сдужащя границами въ нол№, иокрытозь гру’ 
пой кривыхь, ддя отхКаовь, которые боле или менфе изрёзаны имй.. 186* 

Кривыя-авимитоты и анведопы-асимитоты группы. 
Примры . 

142*. 
143*, 

ТЛАВА 1. 

Рулеты и циклоида. Плоекостныя кривыя при полярвыхъ 
координатахъ; логариемическая сиираль. 

м4. — Рулеты: теорема Декарта относительно ихъ нормалей, ............- 213 
145. — О циклояхв: нормаль и касательная къ этой кривой 
146. — Эволюта и радбтеъ кривизны циклонды, 
147. — Развертыване диклонды 
148. — Естеотненное конечное уравношеи зффороииально траавещоцинаоиз 
149. — Площади, заключаюнияся между аркой циклоиды и ея эволютой ялиея 

основанемъ. 
150. — Спирали и полярный коорлянаты . 
151.— Каосательиая, кормаль, нодиормаль, позкасательная, дифференщать 

дуги п размусь кривизны при полярных коорлинатахь 

152. — Спираль Архимеда я лотариомическая синразь 
158. — Характеряое свойство касательной къ хогариемической спирали 

154. Ращусь кривизны и эволюта, зогариомеческой спирали 
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Онфом. 
ГЛАВА ХИ. 

Пространетвенныя кривыя: касательная и особевныя точки, дуга, 

нормальная плоскость, плоскость-каеательная, главная нормаль 
и бинормаль. 

155. — Уревнене пространсткенной кривой ..,.,.,- 
156. — Касатедьная къ пространственлымь кривымь . 
157*. _ Превосходетво неявной формы уравиеши надь ихъ авной формой дая 

прехотавленя всей пространственной кривой; особенныя точки... 207* 
158. — Безжонечно-малый параллеленипедь и коеинуеы хпректоры касательной, 

дуга, кавъ независящее о перен 
159. — Нормальная плоскость . 

160. — Плоскость аоательная; © ел тлавныя свойства 
161. — Уравненю этой влоекости 
162. — Рлавная норхаль и бинормаль 

232 

935 

245 

163, — Кругъ-касахельный къ просхранствениной кривой. 246 
164. — Координаты центр и радусь этого круга... 249 
165*._ Косинусы-директоры главной нормали и бинормали . 210* 
166. — Угодъ смежности; вычисдене его при помощи разсмотрья нормалей. 251 

16:*.— Вычисленге угла между двумя сосфдиихи прямыми, опредЪленныхн ихъ 

КОСИНУСАМИ-ДИНеКТОрАМИ ченить ..- ... 
168*.— Уголь смежности, вычислеввый при похощи касательныхъ . 213* 

169. — Кривизна прострапственной кривой. 
170. — Уголь кручения безконочно-малой дуги 

171. — Выгибъ въ данной точкв пространствениой кривой . 
172. — Как всякая пространственная кривая можеть получаться посред- 

ствомь крученя изъ илоскостной кривой .....-- оке линннньн .. 256 

ГЛАВА ХШ. 

Кривыя поверхности; касательная плоскость н *особенвыя точки 
нормаль; “лини наклона. 

вапныя п копичоск ... 21% 

175. — Касатольныя плоскости, прохоляцщия черозь данную точку наи парал- 

дельныя данной прямой .. . 262 
176. — Видимый контуръ поверхноеть . 264 
177*— Общая задача о ткияхъ; развортывающаяся, оциванпая ЕЪ двумъ 

поверхностямь .. 
118*.— Опредфлеще поверхности сонокупностью ея касательныхь плоскостей; 

волна Френевя (!'тезпе); поняте объ анведопныхь вообще по- 

верхностяхь 
179. — Иормаль къ поверхности. _ 

221* 

180*.— Лин уровня и вина наклона; ихъ форма въ сосвлотв® съ обыкно- 
веннымь дномъ, вершиной и перевадомъ . 229 
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Стран. 
181*.— Другой примёръ, въ которомь лиши уровня и наклона — круговыя 

въ горизоятальной проекци 232" 
Варшрованя покатости вдоль лин уровня поверхности. ‚ 235* 
Линм максимальныхь и минимальныхь поватостей поверхности; ихъ 

свойства. 
184*.— Ихь конечное уравнеше 
385*.— Принбнене предыдущихь теорй къ Земной поверхности русла, водо- 

раздфлы, бассейны и проч., 

182*. 
188*. 

237* 

238* 

240* 

ГЛАВА ХУ. 

Кривизна поверхностей. 

186. — Формы, которыя образуются, вообще, поверхностью въ окрестиостяхь 
одной изъ ея точекъ: парабелондь Контакта... нь. „=. . 867 

187. — Льф главныя нормальныя илоскости поверхности и ея два главныхъ 

офченя въ какой-либо одной изъ ся точекъ. 
188. — Харавтерное свойство главныхь офченй; точки закруглены 
189. — Главныя кривизны поверхности въ разематриваемой точь; средняя 

кривизна, и кривизна существенияя мди иостоянная ...........--. 27а 
190, — Опредлене формы поверхности въ окрестностяхь точки въ вядв 

фунюши двухъ главныхь риуеовь кранизны, относящихся въ этой 

точк 
191. — Поверхности, нифюня кринизны одиого и того же смывла, и новерх- 

ности съ противоподожнымикривизнаии : указалельлица (индикатриса) 275 

192. — Кривизна ливй, проводеиныхь на поверхности: эеоремы Эйлера и 
'Мейснера. 

193. — Общая формула, этой кривазны. 
194. — Вычиелее тлавныхь направдонй и вривизнь, средией кривизны и 

кривизны перманентной хля разаичныхъ точект поверхности. 
195. — Анаяитичеемя особенности и опрехфлеше точекь закругленн ло- 

верхиости . 
198. — Вычислене асимптотныхь направлен . 

269 

270 

214 

2 

281 

282 

285 
286 

ГЛАВА ХУ, 

Лини кривизны н асимптотныя лини. Тройныя ортогональныя 
системы поверхностей и транеформащы при помощи взаииныхъ 
рад1усовъ-векторовт, Замчан!я относительно деформаши поверх- 

ностей и относительно налагаемыхъ поверхностей, Геодезиче- 
ев лини. 

197*.— Лини кринизны въ какой-зябо поверхности. 266" 
398*.— Асимптотныя лини въ поверхности съ противоположными кривизвани. 263* 

199". Тсорема Шарля Дюнона отпосительно лний кривизны трой орто- 
тональной системы поверхностей .... 

— Всякая поверхность, но но веяках группа поверхностей составляеть, 

часть тройной ортогональной системы ., 815* 

. 270* 

.200` 
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бтрам. 
201*.— Всякая поверхность принаддежить бозконечностя тройныхъ ортого- 

нальныхь онстемъ; стореографичесыя транеформалйи или транофор- 
мащи при помощи взанмиыхь ралусовъ-вокторойъ Чаени.» 215% 

Друня важныя свойства, стереографической траноформацие. .:....... 979" 
‘`ройная ортогональная систена, образующаяси омофокальныхи но- 
порхностими второй стелени...........- 984" 

204*.— Линш кривизны поверхностей второй отепеци,...... оне. а. н-н..- 986% 
205*.__ Эзлацтичесыя и, вообще, криволинейныя координаты . .. 287* 
208*.— Задача относительно деформадит поверхностей; нычиезеше лапейныхь 

расширений, получасмыхь малой частью изавияющейся поверхности 290* 
207“. Поверхности налагаемыя: необходимое и достаточное услоше аля 

ого, чтобы алая часть поверхности была налагаема на ланную 

202 *. 

308*. 

поверхность +... ененньн 
Поверхпости назагаомыя ия изоскость или развертывающися, и, бозе 

обще, поверхности раздфаяемыя; образоване кривыхъ поверхностей 
линфями, пазываемычи характерными . 2... 289* 

205*,— Геодезичеемя лиШи поверхности; свойство ихъ влоскостей - каса- 

ТеЛьНяХЬ 4..4... --- ав виввьнин а 304* 

210*— Примфнене въ раавартывыющимея поверхвостямъ: радфусъ кривизны 
зансовъ (утиткообразныхь линй).. 307+ 

211*.-- Оправдание названёя геодезичеекихь лишЙ; геодезическая кривизна, 

309* лин поверхностей. . 
212*.— Друмя общёя свойства, геодезическихь лин; теодезичееые круги... 910% 

ПРИЛОЖЕНИЯ. 

1. — Обовначени производиыжь . ... 

2. — Разсмотрьше особенныхь точекъ въ плоскостныхъ кривыхт, 
3. — Примбры 4... 
4. —- Аивелопа, групшы злоскостиыхь кривыхъ. 
5. — Обния свойства анвелопь. 
6. — Примбры. еее 



АНАЛИЗЫ БЕЗЕОЕЕЧНО- МАЛЬТЕ, 

ДИФФЕРЕНЦТАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНТЕ. 

Элемеитарный курсъ, 

ГЛАВА 1. 

Безпрерывныя количества`и функши, 

1. — Безпрерывныя положительныя и отрицательныя количества. 

Известно, что безирерывной величной называется такая везичина, 

части которой, будучи одного и того же вида, вообще, боле или мевве 

отличаются другъ отъ друга, Такая величина способна быть нознаваема 
точнымьъ образомъ и составляеть главный предметь математики, если 

возможно, хотя бы даже мысленно, опредфвять эти равныя Части какой 

угодно крайней малости. Наиболве простымъ примёромъ такой величины 

можеть служить болБе или менфе длинвая прямаз ляня. Такаиъ же 

образомь мы можемь предетарлять холичеетва, т.-е. предметы, величину 
которыхь мы въ состонви увидфть еъ этой степенью точности, посред- 
ствомъ пряныхь лин, амфющихъ одинъ неподвижный, другой подвижный 

вонедъ ий могущихь тажимь образомъ повазывать всевозиожныя длины. 

Таюя количества называются яростыми, имёющими одно лишь 

изивреше (какъ ирямая, изображающая их), или дьйствительными 

въ отянще оть друкихь, бояфе сложныхт, математическихь понят, 

называемыхь мнимыми холичествами, ТЗЕЪ ЕЗКЪ ИХЪ долгое время не 

могли представлять; но ихъ скорбе слёдуеть называть комплексными 

количествани, тавъ кавъ они обладають, вромВ величины еше другимъ 

аттрибутомь, аналогичнымь тозу характеру геометрическахь фигуръ, 

который выражается ихъ угламя и называется формой, и такъ вакъ 

ногуть, стёдовательно, изиёнаться въ различныхь направлещяхь. Но 

значительные даги въ изукё помогли привести все, что можеть изм 

няться, въ бодфе простымь олементамь, тавъ что тенерь все это можно 
выражать зависимостью оть изиВневй прямой линш въ холожательномъ 

или отрацётельномъ направленши. И кзвЪ въ геометри всякую фигуру 

А. п. НЕНАШЕВА. 1 
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можно изображать съ помощью линейныхь измфревй, т,-е. коордавать 

ея точежъ, отвесениыхь въ системВ осей, такъ и здёсь въ свои фор- 

мулы мы будемъ вводить тольЕо простых количества*). 

Чтобы получить полное повяте о простомъ количествё, предста- 

вимъ себё прямую лин, которая выражаеть величины, кавъ инфющую 

спой неподвижный конецъь очень далеко оть м%®ста, гдв обыкновенно 

находится движущийся конець, и кавъ пройденную уже оть неподвиж- 

наго вонца до извфетной точки этого ифста, называемой начеломь, отъ 

вотораго онё удланяется до всякой другой точки, лежащей на ней ло 

одну сторону этого начала, или умепьшается до всякой другой точки, 
лежашей по другую сторону начала, такъ что эта другая точка въ обояхь 

случаяхь будеть подавжнымь кояцожъ. Различныя звачешн разематри- 
вземаго количества отличаются другъ отъ друга лишь этимЪъ удлине- 

вемь или уменьшенемъ, воторыхъ, слдователько, достаточио для рас- 

познаванн ихъ. Поэтому не сл дуетЪ обращать вичмане на часть прямой, 

завлюченную между неподвижвыхъ концонъ ея, зежащинъ очень далеко, 
или даже 65 безнонечноети, в началомъ; схБдуеть знать тольво, гдВ 

находится данное начало. Всякое положеше величины можеть быть опре- 
дфлено такихь образом одиой и той же длиной, которую нахо увели- 
чивать иль укорачивать, т.-е, относить на ту или другую сторону начала, 

чтобы получить соотвфтетвующее д®йствитедьное позожеве подвяжнаго 
конца. Вотъ такйя-то колочества, предетавляющяся этими длянами пря- 

мой лини, и вводатся обыкновенно въ формулы. Къ этимъ котичествамь 

присоеданяють знаки -- или — и называють ихьъ соотвётетвенио ло- 
ложительными нхи отрицатемными, чтобы показать, что они при пря- 

соединен 5% какой-либо величил® увелечиваютъ пли уменьшають ее. 
Эти назвашя выражають, слдовательно, направхеше, въ вакомъ должны 

проводиться прямыя, предетавляюция количества, или оть ибчала, еслв 
он% одн%, ила другь зв другомъ, когда нфеколько количеетвъ ахгебрая- 

чески складываются, т.-е. берутен виВстВ такими, кавими они на са- 

момь дёл% есть съ своямъ собетвеняымь значешемь уведичивающить 

или уменымолощияхь количествъ. 

Безирерывиая и увеличивающиаяея серя величинъ, кавЪ замётиль 

Декарть, заключается между — с2 и оо, проходя черезь нуль. 

2.— Исчислен!е количеетвъ: раздфленю ихъ на несоизыЁриныя и 

еоизиримыя. 

Идея © величия, какь мы сказали, можеть получить желаемую 
цфиность только въ Боличеетвахь, въ которыхъ можно различать, хотя бы 
мысленно, разных части какой угодно малости, Тогда одна. изъ тажяхь 
частей можеть быть взята за ору или членъ сравнешя; затВиь можно 

будеть узнать, сколько разъ заключается эта часть въ денномь коли- 

*) Вь конц второй главы ЦП части будеть пояфщено замфчаше о компдевсахь, 
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честв®; если она не точно содержится въ количества, мы можемъ взять 
за членъ сравненя новую, меньшую единииу, содержашуюся точно 

въ нервой мфрЪ, и вычислить остатки отЪ нрежняго измфреня, н такъ 

далфе; одвимь словомь, мы обратияъ давныя количества, съ неопред%- 
деннымъ приближешемь, вЪ- числа, что нвиболёе легко н ясно позна- 

заемо нашимъ умомъ. Только скала вли посяфдовательность чиселъ, 

выраженныхъ при помощи нёиболве малой употребленной единицы, увели- 

чиввется конечными степенями, равными этой самой единиц$, тогда какъ 
скала количествь увеличивается безпредфльными стененами безъ мальй- 

шей возможности сравненн. Поэтому получается очель мало шансовъ 

на то, что чисзенное измёреяе количествь проязойдеть безь остатка, 

если даже и употреблать послёдовательно все меньшия и невьшя еди- 
ницы, но съ тёыъ условемь, что эти единицы будуть въ конечномъ 

числ и будуть сами конечны. 

Вообще, количество можеть выражаться числомъ тольБо съ не- 

онред»ленно увеличивающимея приблажещемъ: тогда его называють не- 

соизмиримымь въ отличе оть тВхъ, которыя точно содержать извзстное 

число единидь иди частей единицы и называются соизмеримыми. 

Но всявое количество, будь оно соизмёримо или нЪтъ, можеть 

быть введено въ математичесв!я формулы. Поэтому выфето количества 

зводять безразлично его омношене въ извёстному, опредёленнону ко- 

хичеству того ме вида, взатому за единицу или кЪру, отномене, оче- 

захио способное, какъ само данное количество, безпрерывно проходать 

30$ положена величияы жежду — © н -|- ©. Это, слёдовательно, уета- 

навливаеть категорию холичествь, боле абстравхныхь, чёмь вев друпя, 
служьщую дла исчнеденя яхь. Такъ кзвЪ эта категоря содержить все- 

возможных ивлыя п дробныя числа, то тогда выражають числами даже 
п несоизмврамыя количества. 

3.— Количества, служанйя предёлами другихъ перемфнныхь 

количествъ. Алгебраичесня дфйстья надъ количествами. 

Безпредёльная сея чисель, все мене в медфе разнащихся между 

собой и рее болфе и болфе приближающехся въ иззфетиому количеству, 

можеть быть разсматриваема, кзжъ радхь чослфдовательныхх значений 

ЕвкОго-Хнбо перемънною количества, которое можеть неопредЯленно 

приближаться ЕЪ этому постоянному количеству. Послёднее называетел 

тогда иредьяомь разсматривземыхь чнсель ила перекфинаго кохичества. 

Вообще, если количеетяо послтдовательно представляеть безконеч- 

ность значен й, но въ конь концовь можеть отличаться оть посльдующезо 

значеня своею какь уюдно мало, — то оно можете зародить у нась 

идею о-какомз-либо постояиномь количествь, кь которому она неопре- 

дэленно приближается и которое называется ео предюломь. Исвомый 

предфль вромВ того можеть быть точио опредёленъ, тогда какъ пере- 
1* 
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иЪвное количество, которое мы хотимъ разематравать, никогда пе мо- 

жеть пр йти въ какому-лвбо тозно выраженному концу, потому что оно 

не можеть ныть двукф сосёднихь значенй, разность между которыми 

была бы вуль. 

Изьфетпо, что ариометнчесвя и алгебранчесвя действия, вропзне- 

делвыя надъ каквми-либо (вообще дробиыми) чвелами, дають резуль. 

заты, которые изыфнаются въ завясимости оть этихь данныкЪ чиселъ, 

но произвольно мало, если эти вамыя числа измфнаются достаточно 
мало. Это можно сказать и тогда, когда язифняется почти незамфт- 
нымь образомь природа дфйстыя, какъ напр., когда изибияють ца 
безконечно-малую дробь = показатель’ даннаго количества а, что за- 

ставляеть умновать предыдующЕ результать а” на множитель а", за- 
ыфтно равный 1. А такъ кзкъ результать азнфнаетея съ я только ие- 

замфтнымь образомь, то всё случан возведевя въ степень и извлечен я 
корня, которые иокавываеть выражена 5”, могуть быть разсмалриваемы, 

хавъ одно общее дЪйстве, къ которому возведетя и извлеченя отнс- 

сятея, квкъ частные случая. * 

Точно такь же какое-либо дВйстые надъ даниыми, вее болЁе и 69-. 
дЪе прибляжающимнся числовыми значенями язаФетныхь количествъ, 

праводать къ результатамьъ, каждый предыдущйй изъ которыхъ отли- 

чается, вавъ угодно мало, оть посафдующаго, Излаче сказаль: вузсто 

того, чтобы пропзводить дёйстыя вадъ перемфиными кодичествази, 

вполнф возможно производить вхъ надъ вхъ предЪлами. Это, даже про- 

тинъ нантей ВОД, ЧАСТО примвинется, въ виду естественваго принцияв 

единства, который заставляеть ваеь видфть яди вводать, гдё это воз- 
можно, безирерывность, т.-е. язувнеше пезамфтпымъ образовъ вмфето 

одвообразя, и товорить: 566, что можно было бы сказать о предъьлаль, 

Уже сказано 0 количествать, кеопредъленно приближающитея кз нимь. 

Итакъ результать дЪйстай, пронзведелныхъ надъ колачествами, 

получитея численно съ приближенень, пропорцюнальныхмь тому, 5ото- 
раго достигяуть сами числовыя выраженя данвыхь количествь, если 

хы еъ отима выражешами бухемъ поступать согласно еъ правилами, 

доказаниыуи для чиселъь въ зриометик® и алгебр, 

4. — Сходяшщяея сери. 

Приифронъ предфльныхь количествь можеть служить схохащаяея 
серя. 

Какф извёестно, семей называется алгебранчесввя сумма неовред\- 

хленнаго числа членовь, полученныхь по извфетному закону; сходящейся же 
серйей называется тавая сел, сучиа бозпредёльно уведичезающагоея 
зисла членовъ которой стремитея хЪъ какому-либо предфлу; въ против- 
вом снуча® сера называется раслодящейся: это бываеть, когда сумма 

при увеличен числа членовъ сана увеличивается по абсолютной величин 
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пля даже колеблется между двумя болВе или мене удаленными другъ 
оть друга предёлачин. Напр. члены а, а4, @4', @4°,... геометрической 

: т 
прогресом, сумма и первыхь членовь которой равша @ у `, обра- 

: Г 
зуеть: 1} сходящуюся верю, имфя предёломъ и если знаменатель 4 

завлючекь между — Ри --1; 2) расходящуюся серто во вевхь других® 

случаяхь, даже при ч==—1; тогда субча а-- аа - 49°... коле- 
блетея, ни сходясь, ин расходясь значительно, между хвумя вконечныма 

предёлами ян 0. 

Оходяштяся серия предетавляють большой интересь особенно потому, 
что ихь экачене, т.-е. предвль, къ которому стремится сумыа ея членовъ, 

часто есть количество, трудно иечнеляеыое вначе, какъ черезъ прибли- 

жене при помощи этихъ самыкъ серй, т,-е. черезь вычислеше суныы 

достаточно большого числа зленовъ, взятыхь въ порядкВ, по которому 

Фни слБдують (ясключая тотъ случай, когда можно воспользоваться вы 
чнеленемь суммы другой серйи, похожей на данную), Можяо даже сказать, 
что преближенное числовое выражете всакаго несоизи рихаго количества 

получается всегда тольво въ ВиДВ серн; оно состоять и3ъ столькахъ 

все болёе и боле уменьшающихея членовъ, столько увотребдяетея но- 

слёдовательно едивиць, сомножителей или какихъ-либо взанмныхь чв- 

стей, для изурешя все уменьшающяхея, но все-таки постоянное суще- 
ствующахь остатковъ. 

По свойству количествь, стремящихся къ какому-либо предфлу, серйя 

Явы, и, Ни ри... 

будеть сходящейся, вели сумуй, 

он НН... Нин, 

®-- 1 первыхъ членовъ ея при и, раввомт очеяь большому числу, отлн- 
чается произвольно мало отъ суммы я--1--р первыхъ членовъ 

Бирн а - (Инна Инна-Н... Нч), 

при чемъ р долыно быть числомь иохожительнымь. Таввмъ образомъ 

зеобходнмымь и достииточнымь услолемь сходимозти серш есть то, 

что сумма 

Миа мина. нь 

возможно большило числа послъдовательныхь членовь дьлается произ. 
вольно малой, если эти члены берутся достаточно удаленными. 

Изь этого сяфдуеть: 

1) въ сходящевея серн абсолютное значеше членовь безвонечно 

прябляжается къ нулю по мр увеличена чнсяа зленовъ; 
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2) какое-либо нарушен порядка членовъ не измёняеть нредфль- 
наго вначеня сукмы, лишь бы только при безпредёльно увелячиваю- 

щемея п ччены, уначтожающеся въ 5, п члены, становянеся нё ихь 

м$сто, заключались въ предьльномь числё, и всё эти члены, будучи 
очень отдеденными, стремились въ нулю; 

8) если вс очень отдаженные чзены — одного и того же знака, 

то число тёхь изъ нихь, которые вводатея въ $,, можеть даже про- 

извольно возрастать съ п, не вшяя на предёльное значене серш, тавъ 

изкъ, съ одной стороны, всф эти очень удеденные чдены, будучи сло- 
женныхн #5 каконъ-унбо числ® (въ порядёф, въ котором ихъ нишутъ 

при образован серш перваго вида), даютъ крайне незначительный, 

вулевой въ предфзВ, итогь, а съ другой стороны, такъ какъ вев 
они — одного знака, то частная сумиа извоторыхь изъ нихь, выбран- 

ныхъ по желаншю, еще меньше; 

4) чиело очень удаленкыхь, уничтожающихся пли зставляющихся, 
членовь можеть еще неопредвленио увеличиваться съ м, если сея 

выфеть свов очень удаленные члены и разжичныхь звзковъ, во доста- 

точно быстро убывающими для того, чтобы, если взять ихъ вс ло 

абеохютной величив, они составляли сходящуюся серю; 

5) напротивъ, нарушене ие можеть инъть мисто при чиель не- 

опредъленно убывающить 63 В членовь, кода серя обязана сзоей сходи- 

мостью только тому, что она виражаеть разность между членами 

извъетноло знака и друшми почти равнозначащими (по абсолютной 

величин), знака зротивоноложнало, членами, стремящимися, безъ со- 

чин, въ нулю, но довольно медленно для того, чтобы частная сумиа 

тёхь или другяхь безпредёльно могла упеличаваться, и для того, сл- 

довВатьНо, чтобы очень большое чисяо ихъ, взятыхъ даже очень отда- 

ленными, могло образовать заыётный втогъ. 
Этв посяёдын сера, разежотрёне воторыхь требуеть особой тша- 

тельности, иногда называются молусходящимиея, чтобы выразить, что 

быстрота уненьшевшя ихъ посл довательныхь членовъ не достаточва сама, 

по себ для распознаван1я ихъ сходимостя н что сходимость ихъ зави- 

сить еще оть закона ихъ составленя, Но ножно еще называть яолу- 

стодящинися, раслодящимиея пли вЪтъ тая серн, сумма которыхь, 

если только опа не превышаеть опредфлевное число членовъ, прибле- 
жается въ извфетнымь количестванъь въ извфетное мгновене, посль 

котораго, какъ только число членовъ унеличитен, она удалится оть 

вихъ. Подобныя серн тогда предстаздають большую пользу, какъ прак- 

тическое средство исчислеяя данныхь количествъ. 

Извфотно, что сходвмость серйй съ членами одного и того же зака, 

напр. положительными, можеть быть онредфлена, если какая-либо дру- 

гая сея уже установленной сходимости ичфеть не больще, чыъ пер- 

вая, члены. Если это есть, то сумма 

маке миа... Бр 
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уменьшающаяся по услозю до нуля въ этой второй серн при увеличи- 
зающемея ю, выфетъ большее право на уначтожене и въ предыдущей 

серы, которая поэтому должна считаться также сходящейся; кромв того 
остатокь или дополнительный чденз, т.-е. то, что надо добавить къ 

Вина НН... Ри 

чтобы получить ирефюльную сумну 8 или величину вери, остатокъ, ко- 

торый я вазову черезъ Ё„, еще неньше въ разсматриваеной серш, чёмъ 

въ той, съ которой ее сравнивають, потому что овЪ равняется предфлу, 

въ которому етремится сумма ин 1-4 +.-...--и, + р» ВОГДА ® — Число 

венодвижное, а р — безпредвльно увеличивается. Для упрощен хожно 

предположить, что члены идуть уменышщенсь, такъ что нарушене по- 
ридва не влнеть, вакъ можно это видфть, ни ва природу, ни на ве. 

хичину сер. 

Но различають дв простыхь сходящихея семи, амбющихе члены 

одного и того же знака и могущихъ служеть тавамя дла выраженя 

а МиР... НН Ичь 

Нервая сея 

ЧН Нынь Нина 9... ве 

образуется по закону составленшя геометрической прогресёи п инзеть 

знаменатель < между 0 и 1. Такъ изкъ отношеше каждаго члена къ 

предыдущему равно а, то всяк разъ, какъ въ данномт выражен и» +. -- 

-Р + ..., ЕоТорое имфеть первымь членонь и. отношенае 
хаждало члена нь предыдущему будет» равно извюетнону числу 4, мень- 
цену единицы, это зыражеше будетъ ныть сумму меньшую, чёхъ преды- 

Ив--1 
дущая 1 

тогда, когда и безпредёльно увеличится. Семя и --м м --... б- 
деть оходящейся и, если, въ предл, ограничьться исчиелевщень чле- 

иоВЪ ОТЬ № ДО и, вкЛЮЧИТелько, то предполагаемая ошибка Д„ будеть 

менве частнаго отъ дёлешя перваго иренебрегаемаго члева и» +: на 1—9. 

Въ противномь, относительно рёдкомъ, случав, когда отвошене 
БАЖДАГО Члена +2, Чиа)... Въ предыдущему мыл, Изна,... НФ равно 

и не менфе опредфленнаго числа 4, взатаго между ди 1, но безко- 

нечно приближается къ 1 по мёрё увеличен я ®, то можво очень часто 

узнать, скодящаяея ли или расходящаяся серн, сравнивая ее съ серей, 

служащей вторымъ типомъ сходащихся серй: 

и будеть стремитьея, слфдовательно, съ и. +1 ЕЪ 0, т.-е. 

в в 
[0] я. ая + 

тдё т положительно я отноше #"*то члена къ я — 1*7 выражается 
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черезъ (1-„). Эта сея — сходящаяся при веёхь значешяхь т, 

выешихь единицы, такь какъ тогда, есля сгруппировать члены слёдую- 
щимъ образомь 

[3 а [2 а @ [22 а 
(*)+& + #) + (= + речи) + 

® а) 5 “). не) ен) 
затВиь замВнить каждый члень во всякой групи первым» н большинъ 

по значенно членомь, т.-е. едёлать 

в 2а 44  8а 16 
тн; а РГ. 

то получимъ слёдующую геометрическую убывающую прогреесю 

а__@ а _ в эт в. 
а + ("5 2 58 --- т ат 

1— 9т— 

Тёмъ бодфе меньшая (1) серя должна быть сходящейся, и еслв, взявь 
в 

за первый пренебрегаемый члекъ "о принать, для простоты, в за сте- 

пень двухъ иди вида > == 27, то, исчиеляя только часть (2) серн, именно 

& 

1° 
члены отв до (== т.-е. точное число р грушпь, мы похучимъ 

ошибку менёе суммы прогресен, ичфющей 1-й членъ или 
а а 

2-0 д 

и знаменатель . Тогда будеть Зы 

а в Ш в 
(3) (при в = 2?) + и... < ар иг 

Теперь допустимъ, что въ нашей сер в, -- в, м, --..., ЕДВ отно- 

шеше и„.: къ предыдущему и, стремится къ 1, при уведичени я, 
это отношеше при очень больнюмъ значешн я никогда не иревзой- 

1” : 
деть (. —2 › ГДВ п — значеше конечно, произвольно выбранное, но 

выше 1. Члены этой серши убызають тавъ же скоро или въ такомъ же 

большомъ отношени, кавъ члены серн тяна (1), въ которой пряжано 

а [2 
искомое значене Рун членъ —„; соотвтетвуеть и„.1. Слёдовательно, 

ъ 

наша сер будеть сходящейса; доетаточно взать вь (8) а-==п”ин-а, 
чтобы первая часть этого неравенства (3), которое начнется тогда съ ина, 
слёлалась равной ихи больше выраженя 

Мяч Нина... ==. 
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Поэтому ошибка И,, получаемая вЪ сумыв в, а Нм -Н..., если 
вычнехать лишь м --и,--...-н„, будеть имфть но второй части (3), 
тдВ а=-я“иь+ь свой выс предёль даннымь по формудь 

= 
ПЕ башен) 4) (при и 2')  В,„< ра 

Налротивъ, когда вЪ разематринзеной сери ми, Ни, -= ... 
. 1 

отвошенше члена и»41 ЕЪ и, достигаеть величины 1 — — ихи, жъмь 6о- 
ъ 

г 

дащанся, потому что, хотя ея члены в могутъ стремиться въ нулю, но 

сумнай ихъ безпредёльно увеличивается. Дйствительно, таке члены 

убывають не быстрёе, чёыъ въ сери, назыв. зармонической, 

1\* : 
лъе, величины -! ) ‚ ГАВ повазатель в меньше 1, то серн расхо- 

пт. Е? | Е... (5) На Кино» 

: 1 
ТФ отношеше у’аго члена къ »—1-му равняется вподн® 1 Груп- 

пируя вхъ, какъ выше, только откинувъ первый членъ, т.-е. дёлая 

1 1 1 1 1 1 1 1 т 
нее) —... 

и затёмъ замфняя въ каждой групи всё члены послёднимъ изъ той же 
труппы, мы нолучимъ меньшее выражене 

8 

16 
аа в, 
За Ре г. 

составленное, хаЕЪ вадимъ, изъ бозконечнаго чноха членовъ, всегда 

равныхь |. Поэтому эта серн и эъьмь болюе гармоническая серя (5) 

съ членамя, не быстрёе убывающимя, чВмъ члены данной семи, — 

сер расходацияся. 

Что васается до сей съ членами, изъ которыхь одни положи- 

тельвы, друме — отрицательны, то извфетно, зто, если онф еходятся 

при своихъ членахь съ однимъ и тёыъ же знакомь, то тфиъ скорёе 

он сколацбнся при членахь съ разными знаками, такъ какъ абсолютная 
величина выражешя 

ина Нине... Ник 

будеть еще ненфе замётна, в ошибиз А„, получаемая отъ остановки 

вычисленя на члевё х,, будеть еще ‘ближе подходить къ нулю, чфыь 

въ серн съ членами одЕого зизЕа, 
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Но. извфетно и то, что этой сходимости абеолютвой суммы членовъ 

ие требуется для того, чтобы данная сери стремилась къ предфлу. 

Напр., всякая серёя съ убывающими и альтернативно положителними 
и отрицательными членами стодитоя, раз ея посазьдовательные члены 
неопредъденно приближаются къ нулю. ДВло въ томъ, что вырвжене 

ила - ина... - яр СОСТОЯ ТОГД& изъ одного или двухь членовъ, 
дЪяается по келаню положительнымь яля отраначедьнымъ, так кавъ, 
вели написать 

{инь Е ина) (мун - ви. 

невлючивь послёдий членъ, если р вечетное число, то веВ группы 

въ скобкахь будуть арпометическиии разностяни того же зывка, что 
чт, ТОГДА БАБЪ, ‘если, наобороть, отдёлить членъ и»›: п иногда также 

членъ и„+, и Ваписать 

(мака жа) -- (мял ны) 5... 

то ве группы, будучн аряонетическиия разностами, будутъ пить 

знавф и„ь2 и, свдовательно, обратный предыдущему. Такинъ обра- 

зомъ искомое выражеше можеть произвольно мало разниться отъ нуля 
(при п = очень большому числу) и серёя виолн® будеть сходитьен. Даже 

болфе, вела р безиредёльно увеличивается, такъ что жожно предиедо- 
ЖИТЬ и =0, то выражен из -- низа --... дЗлаетсн ошибкой 2„, 

получаемой оть зычисленя только в, м -... и И то ше самое 

разеуждеще, которое позволчеть написать й, подъ двумя формами 

(ира Е цына) -- (ишы НЕ ивы). 

ваз Е (Ива Е Мы) + (ина из) 

показываеть, съ одной стороны, что А, виЪеть знакЪ ини, & ©Ъ другой 
стороны, что разность В,—из+: иметь обратный знак и что эта ошибка, 

Я, завлючается между 0 и первымъ пренебрегаемымь членемъ ин+1. 

Принфромъ всего этого можеть служать сея, имфющая члены, 

воторые я назову черезь а, —Б: с, —9,:е, —[, д... в которые по 
абсолютной величинв а, $, с, 4,... очень незначительны и довольно 

правильно убывають для того, чтобы эти послфдовательныя умень- 

шеня а—Ъ, ре с—@, @—в,... могли быть во взанмныхь отно- 
шеннхь, очень мало отяячающихся отъ единицы. ДЪйствительно, если 
разсмотрёть эти отношения 

а—5 

5—с 

вилоть до послёдизго, безконечно удаленнаго, которое образовано изъ 
членовь серн крайне мелыхь иди незамфтныхь, к ебли сложать соот- 
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вфтетвенно съ одной стороны всё чиелители и св другой вс звамена- 
тели, то получится новое отношене 

ао егане_Г-... 
ералокГ он. 

которое будеть заключаться по нзвфетной теоремЪ*) между самымъ 

большин и самымъ мальнъ пзъ вейхъ данвыхь отношен! и, слдо- 

вательно, заифтио будеть равняться, какъ и оня, единиц. Но если 
назвать черезь 5 величяну а—6--с—@--... семи (откуда В — с-- 
-а—е-{-...=а-— 5), то получим 

й 8 4 
дов=! бо, 

Итакъ разематриваемая серёя а — ф--с—@--... в вльтернативно- 

положительными и отрицательными чаенами, убывающими лишь очень 

21940 оть одною д0 друзою, замътно равнястся половинь свое первило 

*) Это тоороха читастея тавъ: Коа ночленно скдывикить кикоечибо число 
ы онаиисний 2 ь 4..5 4» имьющихь зналенатеаями ат, ча РЯ 

ыы... 
въ @..., в, 0дю и шов зоо знака, то получаемое отошене т. “ ааа РР, 
заключается между наименьнимь и наибольниия из данныхь отношении. 

ЕЬНотвительно, воли ав, вц. ..› @,— положительныя п соли назвать черозъ 4 наи- 
меньшее п черезь О наибольшее изъ этихь отношемй 41, {р ..-, диз ТО очевизныя 
равенства 

Че, бы аь,. 2) ба, 
дадуть съ одной стороны 

Вой, а. В >ь 
и въ друтой 

< 0, ы<и0,.., 56, 

и а1влопательно, облы сложить соотвфтотвенно перавенетва одного и того же смысла, 
то получнмъ . 
ыы... НВ, Ханаан. аа, ИЕ. Вана. я, 
РазЪфлимь ихь на положительное количество На: +... а,» тогда будегь 

и: н 

аы т 
зто п требовалось доказать. 

Бели бы вр ав... 4, быаы отрицательны, то пхь можно быко бы сдвзать поло- 
. = ыы А —& 

жительными, зонвь отиошеня въ формё —. о еее о, в дать Ба 2 Ты Са, 
ыы. +) 

зъ ковш концорь полученному результату — отм требуемую фор- аа. на, 
о +. +8, 

ааа +. зулу 
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чаена а, т.-е. среднену ариометическому двухь предфловь Она, между 
ЕоТоромз сначала волебдется вушиа этихъ посяёдовательныхь яленояъ. 

Это вполнё можно провфрить на прогресс“ 

1 . 
тг 

фен. 

если заставать знаменатель —› стремиться къ —1, так камъ здфеь 
абсолютная величвна его предиолатается меньше 1. 

5, — Опредфлен длины дуги кривой. 

Наиболве важное изъ хеометрическахь воличествь, къ которымъ 

приложныо понле о предл, есть длила дуги кривой. 

Мы всё иыфемъ непосредственное представлеше о томъ, что дуга 

кривой, т.-е. мфего, образованное безпрерызною послёдовательностью 
точекъ и имёющее въ каждой изъ этихь точекъ какое-либо онредё- 

ленное направлене, есть обийй предёлЪ назравленй вовкь весьма 
малыхь хорхъ, концы которыхъ стрематся къ такой точкВ; отсюда с18- 
дуетъ, что это направлене, называемое хасательной, различается про- 

извольно-иало нъ двухъ сосёднихь точкахъ кривой. Но предотавлеше 

© длянв подобной дуги въ 

томъ сныслв, что она вы- 
ражена въ вид®ка кого-лябо 
числа прямолинейной едя- 

зицы, хотя этого и нельзя 
приложить ии ЕЪ какой изъ 

ея частей, — получается го- 

раздо труднёй. 

Чтобы вычислить ее, надо разсмотрёть лишь данную дур МС. 
{15. 1), какъ предфзьное положеше перенВнной лини, инфющей прямо- 

ляневныя, все болфе и болфе уменьшающёя стороны и углы, все бол$е 
и болёе дфлающеся открытыми; общая дязна этахъ сторонъ стремится 

къ опредфленному значению; въ виду ше пранципа единства и безире- 

рывиости, надо взять это значеше за выражене длины дуги. Сл®дуетъ 
поэтому нарисовать многоугольную лнвю ММРОК... въ сосфдетв 
съ кривой и тавъ, чтобы направлеве вездф весьма мало отлачалось 

оть направленя кривой, что можеть быть, напр., если прямая лия 

послфжовательно будеть касаться въ большенъ и большень числ точевъ 

съ кривой. И вавъ только иногоугольная ливйя ЛИМРО..., такимь обра- 
зомъ полученная, будеть имфть Достаточно много сторонъ для того, 

чтобы она вездВ проходила отъ дуга на разстояни, несравненно мевь- 

шемъ, чёиъ какая-либо данная малан хорда АВ, то ея чветь, заклю- 

ченная между А к В или, точнфе, между 4” (точка А’ наиболве близвая 
изъ всевозможныхь точекъь къ А) в такой же (къ В) точкой В’, будеть 
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отличаться отъ величины хорды АВ только на очень сдабую дробь»). 
ДЬйствительно, веля проектировать оту часть на малую хорду АВ, то 
различныя стороны 4”№, МР, РО, ОВ’, которыя составляють ее, будуть 

проевтироваться почти въ истинную велачину пли инёть съ свонин проек- 

щяни.отнощене, почти разпое 1, тавъ какъ онф образують съ АВ только 

очень малые углы (кажъ углы между НВ к квсательнымн въ А или въ В); 

отсюда слфдуеть по предыдущей теорем (выноска из стр. 11), что лая 

А’Ъ’, суча числителей разсматриваемыхь отношев1в, нифеть съ сзоей 

вроекшей нз АВ, сумку знаменатедей, промежуточное, не менфе сосфднее 
съ 1, отношене, или что А’В” превосходить свою всю проекцию на АВ 
ва относительно очень слабую часть своей длины. А такъ вакъ эта 
проекмя начинается въ очень сосфдней оть А точкВ и кончается 

въ другой, очень сосёдней оть В, или сама не отличается оть АВ 
заиВтвымъ образомь, то разематриваемжая часть А’В’ ломаной ланш 

может® представлять съ АВ толъко разность, несравненно меньшую, 
чёыъ АВ, т-е. равную провзвольно малой частн АВ, тогда вавъ и 

АВ сама ‘очень пезначительна. Поэтому но мБрё того, какъ етороны 
многоугольной лини ухеныизются и сама ока приближаетея къ данной 

дутВ вривой, ея часть, вазванная здфсь А’В’, можеть изыфняться только 

въ крайне слабой пропорции, а такъ хакъ то же самое будетъ происхо- 

дать и въ другими частями, соотвфтетвующими очень малымъ хордамъ, 

ВС,..., то вех иногоугольвая диня, воицы которой будуть или сдф- 

даются въ прехблЪ концами данной дуги, будеть измВнятьен въ своей 

всей длин только на столь же малую часть этой длины, которая, оче- 

ввдко, конечно, какъ разетояне между двумя пзф ея точевъ, взятыхь, 
еколь возможно, дальше другь оть друга. На самомъ дфлЁ, сумма чис- 

лителей, А4’’, В'О’,..., отношенй, потти равныхь единиц в нуфющихь 
значенателями АЖ, В0(,..., образуеть съ сумчой знаменателей новое 

отнопене, не менфо равное 1. 
Итакъь веё эти многоугольных лянш, нибюшуя очень малыя 2т0- 

роны, по дленф замфтио не различаются, почему свойство, выскаван- 

ное въ № 3, какъ иеобходимое и достаточное уелове для Жого, чтобы 

он допусвели предфль,— вполнф приладлежить выъ. Длии& дугя, сл- 

довательно, тождественнан этому предфлу, есть вполн8 опредёленное 
волачество. 

Замётимь еще, что, если вершяны иногоугольной лив!а 2/МРО..., 

предлагаемой перем нной, вее болфе и болфе сближаютен другь въ другу, 
то часть этой лвн!и, названная черезь 4’В’, стремится &ъЪ дугВ АВ, 

не заставляя свое отношеше къ хордё АВ никогда зачфтно отдалятьен 

*) ишР’, слвлователло, осповаши першенхикузяроть, опуденныхь яз нено- 
добеныеь точокъ А п В тривой на соббщиы стороны У и ОЕ нейемюнной много- 
угольной хин ЛЕХРО.... перцендикуляровь, пзуфряющихь въ Д п В разстояям 
между этой ливей и кривой и очен» алыя в сралпент съ АВ. 
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а =1 съ произвольно жалой ошиб- 

вой, лишь только АВ достаточно мало; отсюда слВдуеть теорема; 

Во всякомь отризкь кривой, на которой направлеще касательной 

зд ме измьняется рьзко оть одной точки до друлой, отношеше ка- 

хой-либо души кз ея хордъ стремится къ 1, кода ду стремится въ 0, 

оть 1; ны будемь инфть 

6, — функция, 

Количествв, разсматризаемыя въ математякв, раздёляются ва по- 

стоянныя, всегда сохраняюня свою ведичяну, и меремьнныя, послВ- 

довательно принииаюнця безвонечный рядъ различныхь зноленй, без- 

нпрерынно, т.-е. постепевно уменьщающихся влн увелячивающихся. Но 

иногда извфетныя количества остаютея однами и тВив же во время 

измвнен тёхъ, которыя обыкновенно измФняютея, но ихъ величина 
можеть быть взята произвольною, тогда вакъ въ другомъ мот имъ 
хаде придвкать веЁ эти зкачетн, золВхетые чего оти количества то 

постоянны, то перенёяны:; тах количества наз. параметрами. Напр., 
котла разсматревають кругъ, то координаты различныхь точекъ этой 

Еривой по отношоню къ системв двухъ прямоугольныхь огей — хере- 

мьюнныя количества, тогдо какъ координаты центра и ращуеь — =о- 

отоянныя. Эти три нослхая количества дВлаются яареметрамь, если 

мы стапемь разематривать на плоскости безвопечьесть круговъ. Но 
отношене л ихъ окружностей къ даметру, если предноложить, что мы 

уже знаемъ л, будеть всегда постояннымь. Такое отношене, хотя в 
несоизывриное или не содержащее никакого точнаго числового выра- 
женя, все-таки считается яростымь числомь для того, чтобы выразить, 
910 оно остается неизывняющамея, когда изыфняютея употребдяеныя 
физвчесв!я единицы вла мёры. 

Но произвольно нельзя давать какя-угодно значенн вофиъ раз- 
сматревасмымъ перехфнаыиь, такъ вакъ су- 

ществують изафстных соотношеня между нами, 

безъ которыхъ вопрось не имфяь бы смысла. 

Одни тользо извфетныя перемёнвыя, называе- 

мыя зезависимыли, могутъ непосредетвепно по- 
лучать произвольное значене, но находящееся 
между извёетными предфлами: это происходить 

напр. въ полуокружности А МВ, когда абецисса 

йе 2. ОМ’ ==, которая варьируеть оть Од’ до 
ОВ’, такъ какь А’н В’ суть отноваши пер- 

пендикуляровъ — крайнихь ординать АА’ и ВБ’. Кавъь только вы- 

беруть значевя дли этихь (незазисимыхь) перем®еныхь, друМн чере- 

ифнныя уже опредфлены этныъ самымъ; это означаеть, что они функции 
первыхь вли что онй ЗЗЕНСЯТЬ ОТЬ НИХЪ: ПОЭТОМУ-ТО НХЪ И НАЗЫВАЮТ 
зависимыми переменными или функщями. Таковы въ полуокружностя 
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„АМВ вахая-либо ордивата ММ” = у, которвя можеть быть построена 

только тогда, когда дана абециеса ОЛР =; тогда говоратъ, что ордя- 
вата у есть фунвшя независинаго перемфанаго х. 

Если холятъ показать кав{н-дябо функщи перемфнныхь х, у, 2, {,..., 

то пишуть быквы {, ЕР, ф, #,..., передь 2, у, 2, &,..., отавленвами 

другь оть друг запятой и заключенными въ скобки; такъ /(х), Е(, ч, 2) 

означають двВ функши, зависания первая отф х, & втораЯ отъ #, у, г. 

Чтобы выразить особенныя значеня функий, когда 2, у, я примуть 

спещальныя значеня, выражающяея черезь 2=а, у=, 2==е, пашуть 

Га), Ра, Ь, ©). Тавазжь образомь равенство или соотношене, вакъ 
у=И (=) будеть читаться: у равняется / л’а в будеть выражать, что у 
здЪеь извёстивя функшя, обозазченная черезъ Г, количества х. 

Олучается ‘иногда придавать переж®чиому х, имВющему фунвщей 
у=/(2), звачешя, опредфляемыя функщей, $(), третьнго переми- 
ваго #: это первое перемнное =) есть, ааразъ, функшя во 

отношешю въ & и пезависимое перемфнное но отношеню къ #. Тогда 

говорять, ч10 у==/(х) есть функия функши. Если ме въ функщя 

и = (т, у, #) иВеколькихь перем нвыхь нослёдя подучають своя зна- 
ченя х =, (9, у- ф), 2=4;0 въ завиенмости отъ другого пере- 

иВннаго $, то & или Го, у, =} называють сложной функщей. 

7. — Главные епособы предетавлев!я функц въ пространетв%: 

обратныя функци, функцщи точки и т. д. 

Равсмотрё не простринствв в фатуръ, ногущихь быть въ немъ, до- 

ставить намъ нЪеволько примёровъ функийй, столь общихь и въ столь 

часто ветрёчающейся форм, что весьма, 
возможно принать ихъ за тим хля иред- 1 

ставленя вевхь функц. 
Прежде веего замфтимъ, что всякая к 

кривая 48, отнесенная къ системВ двухъ 

пряноугольныхь осей Ох в Оу п имбющая 
точку М съ абоциесоя ОМ’ = 2 и ордн- 
натой ОМ”==у, выражаеть изввстную 

функцию; такъ вавъ лиши не обладают 
шяриной, то прямея М”М вересфявется в. 3. 
съ дугой АВ лишь въ точк® М яли, ска- 
зать точнфе, въ изолированныхь точкахъ, язъ которыхь наждая, съ своей 
ординатой у, занимаеть виолнЁ опредЪленное исто на въиви кривой, 

если только дана абедиеса ОМ’ = х.Поэтому-то у == извзстной фуввщя, 

(=), переминаго х, 
Наобороть, если дана какая-либо фуикщя, у=[(2), какого-либо 

перемвннаго, то, взявъ единицу длины, всегда можно откладывать во- 
слВдовательно на Ох абсциесы, равных вежъ значеняиь х, отрица- 
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тельнывъ и подожительнымъ, пря которыхъ существуеть функшя /(#), 
и каждый разъ при отомъ чертать параллельно Оу ординату, равную 
(по значеню и знаку) величин, соотввтствующей /(2}. Вторые концы 

этихт ординатъ составятъ рядъ точекъ, способный начёринить и даже, 
въ данномъ случав, зрафически представить воз звелячииы этой фуик- 

ци. Подобный ряжь, очевидно безъ ширины, есть не что иное, вавъ 

кривая, если’ функшя /(2) обяадаеть обыкновевными свойствами без- 
ирерывности, рёчь о которыхь будегь далфе, Такимъ образомъ всякой 

фунвди‘ одного перемфнваго соотвфтствуеть какая-либо плоскостная 

Брвзан. 

° Всявой же кривой АЛИ, отнесенной въ двумь осямъ Ох и Оу, 
соотвтствуеть не одна фунвшя у-—/(2), но дя фунвша. ДФйетви- 

тельво, если мы примемъ Оу за оеь абсциесъ, то абсциеса ОЛР тот- 
часъ сдёлается ординатой ММ”, тогда какь предыдущая орданата 
ММ =0М” сдается абсцассой. Кривая АВ, разематриваеман въ по- 

ложени, которое она завимаеть по отношению къ Оу, какъ ока дВлала 

это только что но отношеню къ Ол, выражаеть вторую извфстную фувх- 
цю #=(у), въ. которой одновременных значевя функшя и перен$н- 
ваго тВ же самых, что и въ предыдущей у=/(2), не съ перемвной 

ролей хи у. Эта функШя ф, разнящаяся отъ предыдущей Г, какъ ряз- 

натся двф фигуры ОМ”МВ иОМ’МВ, называется обратной функией Га. 
Представлене функши плоскостной кривой не составляеть ия ма- 

лЪйшато труда, когда фувещя зависить оть одного лишь перемённаго. 

Но оно можеть быть примфнеко и къ тому случаю, когда перемёнвыхь 
НЪеколько и вогда каждое изъ нихь можно взять посл довалельно за 

абециссу и ее только тогда измёвать. Но можно было бы посредетвомъ 

болфе пли менфе продолжительнаго рёшеня узнавать, какимъ образомъ 

варируеть функтуя, когда нфоколько перемёиныхь изы®наются заразъ, 

лочему и предпочитають искаль снособъ представхеня, гд бёглымъ взгля- 
домъ можно было бы узнать совокупность всёхь ся значенй. Геометрия 

знаеть еще функшю двухъ неремёвныхь, функцию 2 формы 2==Г(х, у), 
тавъ какъ всякая новерхиость, отнесенная въ систем координать, есть 
выражеше такой форкы. 

Предстанныь себф нвпр. горизонтальную плоскость ху’овЪ каждая 
точка Р которой будеть, очевихно, опредфлена (или можеть быть по- 

строена безь неточности) посредствомъ двухъ координать ОР’=х я 

Р’Р-=у. Если изъ отой точки Р проведемь параллельную Ог лнню 

РМ, воторвя вотрётятъ данную новерхыость 58", то нослёдияя, не 

имфя толщины, будеть имёть съ ней общаго только одну точву М или, 

говоря точнфе, получатся дв точки, изолированныя другъ отъ друга 

и принадлежащя къ стольклиь же скамамь поверхности, которыми и 
будуть вполиё опрехъляться. Ихъ же ордината или высота 2, РИ напр., 

будетъ, очевидно, какой-либо функщей перемённыхь х и у. Наобо- 

ротъ веякая фувкщя /(х,у) этахь двухъ перемфиныхь позволить по- 
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строять при важдой системв значенН х и у, относящихся ке точь, 

закъ Р, ордивату 2==/(х, у), такую, вакъ РГ; конець М будеть 

зало-по-малу перемфщаться, когда х и у будуть вар!ировать, тавъ что 
образуется геометрическое мёсто безь холщины, но распростертое, 

ЕаАБЪ СоОтВбтствующая часть на плоскости зу`’овъ, въ длину и ширину, 

если только фунешя /(х, у) будеть обладать обывновеиными свойствами 

безпрерывности. Итавъ зсявую функщю пвухъ перемёниыхь предета- 
вляеть извфстная поверхность. 

Если ‘же перемВнныхь три, 2 

то чистая геометрия не въ со- 

стоящи представить функцию въ 

удобной форыф. Но чтобы ить 
еще довольно простое выражеще, 

достаточно къ представленю о 
проетранств8 прибавить весьма 

обыкковенное физическое поваИе, 
поняше о язотности излери. 

Тогда можно прябёгнуть къ пред- 

ставленю объ однообразной нуль- 

веризащи и развообразному раз- 

сЗиван!ю плотнаго зещества, т,-е. 

къ представлешю © раздвленв 

матери ва разныя и безконечно- 
малыя части, зависящемъ отв 60- 

лве или менёе сильнаго разеви- 

вав!я этихъ частиц въ пространств. Тогда плотность въ различныхь тот- 

кахь будеть числомъ, пропорщовальнымь количествамь этого вещества, 
содержащимся въ шарахъ, описанных» однимъ и тВиъ же очень малымъ 

даннымъ радусомь вокругъь этикъ точекъ, взятыхь за центры. Для 

большей простоты и точности принимають матер за безпрерывную, 

т.е. за раздёлениую ла очень малыя части во всемъ занимаемомъ ею 
пространсти, и предетавляють, что рашусь маленьнаго шара умень- 

шаетея до нуля, почему за пдотвость беруть тогде предёхь отношеня 
количества, содержащагося въ шар, который иметь разсматряваемую 

точку за центрь, къ аналогичному колячеству вещества, содержащенуея 
въ шарЁ, центромъ котораго будетъ язвфетная, выбранная точка. 

Благохвря этой идеБ о плотности, получается удобное вырэжеше 

какой-либо функщи о == /(х, у, 2) трекъ перемённыхь х, у, 2, предета- 
влающей пространство, отнесенное къ тремъ прямоугольнымь осямъ 

2, у, 2 в подразун&вающей, посл опредфленя систем значенй 2, у, 2, 
при которыхъ существуеть функщя /(х, у, #), что ифета, координаты 
которыхъ 2, у, х равны отишь систонамъ значенй, заняты веществомь 
такой плотности, которая соотётствуеть каждый разъ фувкши 

©=[(е, у, 2). Такъ какъ пульверизащя и соотв®тствующее разеВива- 
д. 1. НЕНАШ ЕВА. 2 
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не достаточно плотнаго зещества даютъ матемя какой угодно няот- 

ности, то ничто ве мВшзетъ на саномъ дфлВ представлять некомую 

ПЛОТНОСТЬ ВЪ КАЖДОЙ ТОЧЕВ (х, у, #) пространства въ вихё функщи о. 

Это количество ©, различныя значешя {(, у, 2) которой могуть 

быть приложимы къ резличнымь точкажъ (2, у, 2) проетранства, было 

названо Лама функщей точки. Нлотноеть, которая предиолагаеть только 

навболфе упрощенное обозначеше тля, въ дфйствительности обладаю» 

щаго конкретными свойствами, есть, по отношеню къ его палурё, 
самая простая изъ этихь фувкий, но механика я фазика фазсматри- 

заетъ множество подобныхь величин, кзкъ напр. температуру, напря- 

жеше тяжести, и т. д. Беё явлешя природы, происходялйя въ различ- 

ныхь частяхь пространства, всегда воплощаются въ извфетное число 

функий точки, если они могут быть подчинены какому-либо матема- 
тическоху выражен ю. 

Можно представить матерю, очень тонкую или безъ замётной тол- 
щины, па плоскости, содержащей даЁ прамоугохьныя координатныя оси 

дну, я придать ей въ различныхь точкахь (х, у} плотность, описазъ 

воЕругь этихь точекь, кавъ цеитровь, одниыъ и тёыъ же очень ма- 
лымъ рамуеонъ пеопрелёленно уменьшаюнуеся круги, которые будуть 

окружать количества матери, инфюция между собой как-либо пре- 
дёльныя отношешя, эти самыя вырежен:я этихъ плотностей о. Охёдо- 

вательно, не выходя въ нёкоторомь родВ изъ плоскости, возможно 

представить посредством подобнаго отрАзка пространстав всякую фунв- 

Що о==/(т, у) хвухь перемённыхь. Но оставляя лашь одну коордя- 
натную ось, напр. ось 2”овъ, и представяяя себф отрёзокъ матеря 

безъ замбтной толиины и ширины, но равныя, очень малыя протяжешя 

хотораго имфли бы между собой предёльныя отношения, значеныя ихъ 

плотностей, выражающияся какой-яибо фувкшей 2’а, — кожно было бы 

точно такъ же получить родъ представлен!я всякой функщи о = (5) 

одного перехВннаго- 

Но предположныь, что кромВ 8 независимыхь перемфинахь вно- 

дится еще четвертое #. Но и тогда еще можно, есян взять продолжи- 
тельность или время, самое простое, пожалуй, понят!е послЬ понят о 

простраветв, выражать какую-либо фучкцио о ==[(х, у, г, {} четырехь 

неремённыхь. Для этого вало представать себЪ, что, изивъ какую-либо 
ехияицу временя, опредфляють или характеризують всякую эпоху, т.-е. 
всякую часть продолжительноети, ея разстояшемь оть опредёленной, 

очень древней энохи, изя, нъ другихь словахъ, времененъ, вообще очень 
продолжительныме, протекщимь оть этой неподвижной эпохи до раз- 
схатривземой. Но для того, чтобы не производить хёйстыЙ падъ столь 
громадными числами, уогущими преносходить всяюй предёлъ, можно 

поступать такъ, вакъ мы дфлали (стр. 2) съ разстоящемь, опредёляю- 

щимъ подожеше точки на прямой: можно изъ этихь чисель вычитать 
вхь общую чветь, эменно интервал, заключенный между первоначально 
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выбранной начальной эпохой и одной изъ разематриваемыхь эпохъ, 

взятой за ‘начало; такамъ образомь придется характеризовать каждую’ 

эпоху лишь промежуткомь времени от этого начала, положетельнымъ или 
отрецательнымь, смотря по тому, считается ли эта эпоха посл начала 
илн до начала. Этоть положительный или отрицательный интервал, 
отдфляюцщуй пачало отъ разснатриваемой эпохи, называется просто вре- 

менемь и обыкновенно представяяется буквой 2. 

Теперь представимъ себф вещество, которое ввфето того, чтобы 
сохранять вь хаждой точк (2, у, 2) пространства одну п ту же илот- 

ность въ различных послфдовательныя мряовеня #, постоянно язмфиня- 

лось бы, потому ли, что дно съ важдымь мгяовещемъ производится или 

уничтожается на одномъ ыёстё, вл потому, что (что проще) оне нифегь 

изыфнени матери въ какомъ-либо. количеств между разематриваемой 

частью пространства и той, которою еще пе занимаются. Ясно, что при 

такихь усломяжъ илотность © епособна получать вавя угодно значешя, 
16 только в5 завпеймости отЪ 2, у, 2, Но также и отъ 2, и что, сяЪло- 
вательло, разсмвхриваемах матеря можеть быть представляема, въ каж. 

домъ мЪфетВ и каждое мгновеше, всякой фуивщей © = / (т, у, 2,6) четы- 
рехъ нереызнвыхь. Но иногда эта фупкщя можеть быть въ зависимости 

и ве отъ четырехъ, но отЪ мерьшаго числа перенфиныхь; тавъ простая 
вещеетвенная точка, то болфе, то менфе сжимающанся, можеть быть, 

представлена въ вид о==/(1). 
Наконець идея о изыфнени состояв!я на м8 стВ приводать къ иле 

о такъ называемомь денжени или постоянномь перемёщеши фегуры 

<ъ тремя изифрешями, предполагаемой безформенной; это движене - 

можеть предетавляться одновременно тремя кавяни-либо функщяма 

иж Иру 0, от, у, 2,0), ша, уе, 0), 

четырехъ незавиенмыхь перечённыхь х, у, 2, {; это можеть быть сдз- 
лано, не прибфтая нн къ вакимь другинъ экотра-еометрическииь по-` 
няяхь, кавъ только въ повят о времени. Предположииъ, что эта 

фагура состонть изъ безконечноетя подзижныхь точекъ, который въ из- 
вЪстный моженть или, скорве, въ извёстномъ, резльномь яли фяктаз- 
вомъ, состоит занпивють разлачныя (х, у, 2) положеня пространства : 

«огласившесь отнынв опредёлаять или различать каждую изь пахъ ея 

координатани х, у, 2 ВЪ этомъ снещальномь ноложенн, прехдположнуъ, 
что ов произвольно перем щаются, все же постовино будучв опред®- 

лаехы коордянатами. Ёеля назвать Черезъ и, г, № либо вовыя коорди- 
ваты одной изъ нихъ (х, у, 2) въ какую-либо эноху {, либо конечныя 

увезичешя, похожительныя или отряцательныя, могущя быть получен- 

ными хоорданатами съ значешй, называемыхь первоначальными, ху, 2, — 
то станеть ясно, что въ томъ и другомъ случа в, т, ю могуть быть 

какими-либо трежя фунащаии не только временя Е, но я первоначаль- 

ныхь коордапать х, у, 2, изызняющахсн выБстЁ съ точкой. Итак три 
з* 
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функц четырехь независимыхь перенфнныхь всегда выражають пз- 
вфстное дввжене различныхь точекъ фигуры, змфющей три’измбреня 

я безфорненной. ” . 
Если же, когда всВ точкя фигуры обратятся въ одну лишь, не вадо 

различать ихь, то остаетея только одно перёмВниое &; называя тогда 

черезЪ х, у, 2, ВМФеТО и, , в, воординаты мобиля, мы получамь три 

порожены фор, 1, у=Е®, 251, 

лзя предетёвленя возхь изыфиенй движеня, т.-6., съ одной стороны, 

зираэкторён нли мФета послёдовательныхь положен й мобиля, а съ дру- 
гой — частваго способа, какпуъ образуется эта вризая. Такамъ образом, 

черчеве кривой хакою-либо двяжущейся точкой даеть прекрасное уред- 

ставлен!е системы трехъ какохъ-лвбо фуакщй одного и того же неза- 

вясимаго перемфннаго. Кронё того этя фувкщи обращаютея въ двф, 

1=1(, у= [(Ь, если кривал ваходитея въ плоскости ху, и въ одуу 
д==/0, если мобиль перемфщаетея по 068 2’овъ, . 

Нажонець, предположимь, что точен разематриваеной фагуры обра- 

зують рялъ и могуть, слёдовательно, отличаться другъ отъ другв только 
одивыъ перенфннынъ а, которое будеть нарр. яхъ разстоншемъ оть 
одной взъ нихъ, пзыфряемымь, какъ и длява ряда, въ извфетномь 

‘частпомъ состоянш (реальном или фивтивном») отой фпгуры. Тогда 

воордиватны 2, у, 2 ВЪ какое-либо мгновене будуть фувктёнин { чаты, 

т.-е будемь ям ть 
2= 10, а), у а), 2=/% 8) 

дия представлен вли, ори варирозани & траэкторфи какой-либо изъ 
точекъ ряда, вли, при варированн а, мфеть отихъ точекь въ давный 

мошеть {, т.-е. новой формы, которую приметъ этоть радъ въ моменть 2. 
Совокупность вефхъ этихъ траэктор!@ и вевхъ рядовъ точеяъ, цоедвло- 

вательно образуемыхъ первоначальнымь рядомъ, дастъ, очевидно, родъ 
ефть вли ткани, безконечно-тонкой, но съ длиной в ширипой, т.-е. по- 

верхность. Обратно, на всякой новерхноети можно предетавать себ лв 

системы кривыхъ, изъ воторыхъ одя8 будуть тразктомями рида точевъ; 
эти тразктор!и поелЗдовательно будуть пересфкатьея сф каждой изъ 

другихъ крявыхъ. Олёдозательно, три фувкщи двухЪ незавнсичыхь нере- 

мФнзвыхь представляютъ поверхность, образованную извфетныхь со- 

собомъ носредствомь данвато ряда точекъ. 

8. — Раздфлен!е функШЙ, съ точки зрёня ихъ исчислешя, на 

- алгебраичесвя и трансцендентныя различныхъ видовъ. 

Кромв графическаго представленя функ необходимо умёть вы- 

чаеслять вхЪ значеня, вовечных ялн приближенныя, посредствомъ над- 
лежящихь дЁйстьй, производамыхь надъ постоянными количествами 

вопроса, которых должны подразумваться извфетвыми, и надъ незв- 
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зпенмыхи перемнныма. Тавимъ образомъ есла, для простоты, заста- 

вить варвровать только одно дерехённое, а съ другой сторовы счетать 
пря вычислевахь, данныхи при которыхь были бы еданетвенно хруйя 

перемфнныя или постоянныя, за истинных постоянных ляшь яхь резузь- 
таты, то веявая данная функшя будетъ одной изъ слдующихь категор!й 

1) нли эта фувкщя, которую я иззову черезъ у, булеть вычисляться 

поередетвомъ предфльнаго чнела алгебраяческихь дЁйстый (сложен; 

вычатане, унножене, кфлеше и иззлечен!е корпя), что проясходать, 

когда ова овредвляется алгебраическамь уравнещехь, рВитдемымь по 

общей формул вродБ фориуль уравнен первой и второй степена я 

выбющимь за коэффишенты полиномы, состояще изъ цёлыхъ степеней 

х, 2, х*,... перемфннаго 2; . 
2) вля вызислене этой функцн у иотребуеть безконечности такахъ, 

дфйстый, хоть бы эта функия и была корнешь кзкого-#вбо алгебраи- 

ческахо уравнешя, имёющаго коэффищенты-полнномы по 2, но не р%- 

шаемаго пре похоща радякаловъ, у 

н 8) не только вычислеше у’а це можеть быть произведено посред- 

ствомъ вонечнаго числа дВйствй, но и сама фунещя у не можеть быть 
корнемъ алгебранческаго уравненн, пызющаго воэффищентвии поль- 

вомы 10 х. 

Въ первомъ случаев функщя называется явной амебраической или 

просто алмебранческой, такъ жакъ оная нвло представлена длаебраиче- 

скимь выриженемь, т.-в. совокупностью буБаъ и чиселъ, выражающихь 
количества п совдиненныхь знавами дёйствИ --, —, У, е®. Подобиви 

фувещя называется ещо ращюональной, вели она пыражаеть корень 

уравпеня первой стецеви и не содержить ян радикаловъ, ни дробныхъ 

оовазателей въ выраженш, ГДЪ встр$чается х, Напротвеъ она назы- 
вается иррашональной, когда въ лей фигурируютъ радикалы, входящие 

пря перен ввомь 2. Когла она ражбональна, то яЪ вонць концовъ онв 

зыражается частвыхь оть дЪлешя одного полниома на другой, такъ 
какъ сложена, вычитаня, умаожоня, производимых надъ элгебранче- 

скаыи дробями, въ результать даютъ иовую дробь. Такамь образом 

всякан ращопальная фувктя предетавляегся въ зидЪ рашональной 

дроби формы 

Наконець, осли знаменатель этой дроби обращается въ постоянное, 

за которое дБлятся кооффищенты а, В, с... числатоля, то дробь обра- 

щается въ 
А+ Ва" + От -..., 

гдё фигурирують лишь признаки сложеня, вычитаня п умножения: эта 

фувкия называется 142540й; она называется еще линейной, когда она 
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авшь первой степови, кавъ у=42-- В, п предетавляется прямой ли. 
`эзвей.Эчоть частвый я очень вростой случай, къ которому стараются от- 

нести всф остальные, очевидно, характеризуется тфыз, что увеличено 

перенфннато вхочеть за собой одинаковое увеличена функции, и ту, 
что уволичене фуившя у пропоршовально увеличено перем ниаго. 

Во второмъ общенъ случа, фуниця у называете неленой алиебраи- 
ческой. Такимь обравомъ ее называють аллебраической, хотя накакое 

вонечное алгебраическое вырзжеве не можеть представить совокупность 

ея значевй, или потому, что она обладаеть свойствами, очень похожими 
на свойства алгебраическихь авныхь фупкщИ (то, что алгебраическое 

уравнен:е рёшимо или иЪтЪ алгебраически, не вмаеть на самое важное 
изъ этихь свойетвъ), вли потому, что рёшевзе алтебранчесвихь уравненй 

составляеть въ алгебр шестое и поелёдиее дЪйстве, чисто алгебрам- 

ческое дфйстые, (хотя и состоящее изь пяти первыхъ, указанныхь 

въ ариеметик%. Крон того козффищентамъ уравневзя, опредёляющаго у, 

можно придать цфлую и рацюнальную но х форму, т.-е. форму иро- 

стыхъ многочлевновь, тавъ какъ, если бы эти кооффищеяты содержали 

знаменателей или радикалы, или даже неявныя алгебранчесыя фупецуия 

2’а, все же можно было бы ие только избавиться отъ зианенателей, но 

двже уничтожить радикалы и нелвныя фувёШа восредствомъ допускае- 

мыхь алгеброй исключенй, 
Навонець фуякщи третьяго случая называютен транснендентными 

Менфе сложвыя изъ нихь выВють алгебранческое происхождеще. Та- 

вовы наор.: 1} врращюнальвыя, аубюзИя несоизифрамый показатель, 

хакъ д, котбрыя, заключаясь выбстВ съ алгебраическими одвочлен- 

вымн функщями въ одномъ ни томъ же тии 2”, въ нёкоторомъ роль 

представзяютьъ переходь отъ алгебранческихь фунЕдЁЙ къ трансцендент- 

нымъ; 2) сходапияся серн съ алгебравческими членами, сумив кото 

.рыхъ не можеть быть выражена конечнымъ числом равныхъ членовъ ; 

3) наконець п главным образомъ, экспонентиыя (показательныя ) фунв- 

©, а", о которыхь рфчь будетъ веворЪ, и вхъ обратныя, лозарив- 

мичееня функши, которыя пишутся какъ ‘напр. Тех, ес. Другя имФютъ 

геонетрическое пронсхождеше. Саныя простыя изъ внхъ представляють 

ЕРругъ и вазываютея хруювыми вли уловими фупкщяхн. Это суть $13, 
возтиз, (апзепз я со{албепз; ихъ разсматриваеть трягонометрия. Точно 

тевъ же — ихъ обратных агс15315, ате13605$ из, атсиз‘апеепз п атеиз- 

со{апсетз. Въ этомъ ‘вурсВ ов также займуть подобающее ижъ иЪето. 

Но большая часть трансцендентвыхь функшй ихфеть еще бол%е 
сложное происхождене. Въ это число ножно вЕЛЮЧИТЬ почти вез фунёши, 

представянюция явлеюя ‘природы: такъ вакъ познане пхъ пряходить 

ЕЪ намЪ изъ опыта вадъ ифкоторыит ИЗЪ ЭТихЪ февоменовъ или заще 

изъ наблюдения, мене первоначальнато и мене забываемаго, чВиъ т, 

которыя внушають чамъ оснозныя теометричесыя идя аналяточескя 
нден, то ихь называють омпирическими функшями. Геометрамь часто 
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удается выразить ихъ съ желаемымъ приближещемт, но крайней иЁрз, 

между довольно тёсными предфхами, иди поередстномъ злгебранчесяихь 
функций, вычисляемыхь затВиь непосредственно или посредством эксио- 

нентныхь иди угловыхь, которыя вычисляются при помощи обыкновен- 
ныхь таблидь логариемовь, пли даже иногда иосредетвомь фувкдй, 
бояфе сложныхь, для зычислешн которыхь уже составляются особых 
таблицы. Разематриваеных трансцендентныя функщы но большей части 

состоать изъ серй и, вообще, изъ предфловъ алгебранчеевахь илн даже 

транспендентныхь выражешй болфе элементарной природы. Во всякомъ 
случаВ нхъ точное вычислен!е вотребуеть большого числа ариеметиче- 
евихьъ дёйегвй; такъ что нфть ничего удивательнато, если, ваизъ за 

данныя иёлыя чиеда, мы не будемъ разставалься уже съ взвлечененъ 
корня или дБлешемъ, проязводимыми надъ десятичвыми знаками. 

Чтобы дать поняте о безконечномь 

развообрами трансцендевтныхь фувкцй 
представимь, что случайнымь безпрерыв- 

кымьъ двожещехь мы нарисовали на злос- 
кости, отпесенной къ 0х я Оу, кривую 

АМВ. Разъ построенная, ола опредф- 
ляетъ, своами ордянатамя РМ ==, с0- 

отв уствующими абсцвесамъ ОР-=х, из- 

ввстную, асно опредёленную, фувещю у 

перемВннаго х. Однако, очевидно, что эта Ри 

фунвщя въ своемъ происхождент, крохВ 

нарисовая кривой, не подчннепа никакамъ другимъ алгебранческямь 

вли даже геометрическимь законамъ, которые могля бы опредфлить ее; 
она ве только транецевдентна, но и неподводима ни цодъ одинъ тнаъ. 

По аналоЧи съ алгебранческимя н транецендевтаыми фунвшями, 

когда несоизмримое число есть корень алгебраическаго уравневза съ со- 

измфрамыми коэффащентамя, — его величина называется длибраической 

чррозйональной (яеной пли неляной, смотри по тому, можеть хи она вы- 

ражаться раднкалами иля 75); въ иротивномь случаЪ, особенно когда 

: ; : Е 11 
это —л, отномен!е окружности въ &амезру, и основан! е г == Вт {' мы 2) 

зеперовыхь хогариомовъ, число называется трансцендентиымь. 



ГЛАВА П. 

Постепенный варированя фуннцй, Разсмотрьне этого вариро- 
ван въ болфе употребительныхь фунншяхъ: въ алгебраическихь 

функшяхь, *серияхь, дугахъ кривой ею. 

9. — Постепенное зарйирован!е функ; производная, отклонене 

или флюкоя, которая выражаеть это варироваше. 

Общее и природное свойство вещей, величина которыхь измёняется, 

есть безмрерывность или, точнфе, безврерывность относительная (т.-е. 

пропорщюнальная этой самой велачикВ): она высказывается Ъ томъ, 
что есля закое-либо нзъ неремённыхъ, оть которыхъ зависять эти эенти, 

начинаеть мФвяться, но въ несьма мзлой дроби конечнаго или долщен- 

ствующаго быть разежатриваемымъ интервала, то и эти вещи сами из- 

ыВнлются только въ схоль угодно малой дроби своихь обывновенныхь 

пли среднихь значенй. Но при извветныхь пзодированныхь значешяхь 
перенфнныхь, значеняхь, очевидно, указываеныхь заряяёе сажой при- 
родой разсыатриваеной вели, можеть случаться и противопохожное, 

тТ.-е. презывность или рёзкое изыЗнеше вещей. Отеюда вытекаютъ два 

важныхъ свойства алгебранчеекихь и даже трансцендентныхь фунешй, вы- 

ражающихь явлен{я природы, кзвя наз были доступны хо сего времена. 
Цервое высказываетея въ томъ, что функши безярерывны, т.-е. 

таковы, что если увеличить ихъ пережённые из достаточно малую раз- 
ноеть, то онё сами бухуть испытывать увеличен!я (положительныя или 
отрилательныя), меньшыя всякой выражзеной дроби своего (конечнаго) 

значенн и, сяфдовательно, всязой другой неподвижной величчны, кромв 

нуля, опредфленной впередъ п очень милой. ‘Это свойство называется 

безпрерыеностью функц, во можно его называть еще абсолютной без- 

прерывностью, чтобы показать, что измёненйя здЪсь называются назыми 

шо случаю ихъ абсолютныхь велачинъ п что здфсь не разематривають 
ихь отношеня къ свмымъ фунвщямь, величинВ воторыкь впохн® про- 
порцювальна выбранная единица изчрев!я. Второе свойство характе- 
`ризуется тфиъ, что разематриваеныя функши изизнаются постеяенно, 

т.-е. почти одиообразно при очевь слабыхь увеличешяхь перенфиныхь 

или носдфдовательными схененяин, тёмъ менёе неравными (есхи сравни- 
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вать одну изъ няхъ съ сяёдующей), чБиъ меньше ов берутся. Въ дрт- 
тихъ свовахь: если перемённом; х прададуть какое-либо чисдо м по- 
слёдовательныхь увеличен, равныхь д и хающехь въ сужив весьма 

мзлую ввличину Н=ий, то два послдовательныхь частвыхь увеличе- 

в1я, соотвфтетвующихь & {положительному нля отрицательному) фунцын 

з=Р(), будуть нифть между собой отнощеше, почти равное едавиць 
и стремящееся въ 1, когда я увеличивается или № ставовитса все менфе 

и менфе. ДЬяо въ томъ, чго съ очень малымь и постоянно одинако- 

вымъ, каново бы ня было первоначально х, увеличенемь # перемФиваго, 
олновременное увелнчен{е, 

ве) —Г(а), 

у’& дветь новую функщю х’а, но фувкщю, значешя которой крайне 
малы даже въ сравноши въ 1; очезядно, какъ мало бы ни быхо }, эта 

малва фупкщя разематриваетея ВЪ таком же самомжъ веемъ нитерралё, 
кавъ и вродыдущая /(4), козтох7 привлять относительной безирерыв- 
ностн нещей, которых обладають вю, заставляеть эти фувкщи изы- 

НЕТЬСЯ ТОЛЬКО на незамьтную часть своего эначеня п& всякой, тоже 

невамфтной, части этого всего интервала. Кромё того и вослфдова- 

тельвыхь значен #, которыя содержать частный пронежутовъь Я’, 

будуть вов пыфть между собой отношене, почти равное 1, но 060- 
бенно два рядомъ стовщихь, когда нра н-=0о ихъ натерваль А сдф- 

дается чзотью всего интервала, опять-таки несравненно мевьнгаго, чвыъ. 
было Н. 

Раземотрёвь это, выберемъ одно значене 2’а, соотвфтетвующее 

почти 1/, разснотрВннаго внтервала Н, пли, скорЁе, замфтамъ пнтер- 

валь 1/4Н съ обфикъ сторонъ Езвого-либо двянаго зназен!я х’а и назо- 

зенъ: 1} черезь Дх веякос увеличеше, положительное или отрицатель- 
ное, меньше '/,Н (по абсолютной величии), золучаеное 2’омъ, назявая 

съ этой опредёленной величины; 2) черезь Лу одновременное увеличе- 

зе у’а. Если ввать очень большое число » частныхь витерваловь й, 
на которые дфлится иптерваль Л, то увеличеше 42 можеть быть изи$- 

`фено съ неопред®леввымь прибяижещемь (принимая # за единилу) п 

содержать эту иЪру какое-либо цфдлое чясло жа разъ (положительным 

или отрицатоньнымь, смотря по значению увехичен!я) съ остаткомъ, хо- 
торый можно отбросить. Что касается до Лу, то оно будеть состоять, 

за пскаюченемь аналогичнаго остатка, изъ 2 увелячен, почтв рав- 

ныхь первому изъ увеличенй, т.-е, # вла /(х -- 1) — Г (@). Правянъ п 

за достаточно большое число, будень ныфть (съ относительной олхибкой, 

т%мъ мевЪе замЪтной, чёмь Дл бяаже будуть къ нулю) Лу = ила 
ь 4; 
Дх, таЕЪ кавъ ш выразить частное Итавъ, свойство по- 

хтепеннаю варировашя заставлять сказать, зто достаточно -малыя 

увеличена Лу функин замюино яропорнонольны увеличенияиь Дт нере- 
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: т, 4 . 
мъино, пли отноше я тавихь одновременчихь увеличешй уже не 

вар!ируеть замётвымъ образомъ, если только 42 взять очень мазымъ. 

Иначе сказёть, отношев1е, ” 

ду _Ге--4 — о, 
4х 

увеличеня фувкщи къ увелячению перемёинаго стремятся къ опред%- 

ленному нредфлу, если это послфлнее уведичене начинаеть исчозать. 
Этоть предёль, откуда 4х почезаеть, но который зависить еще оть =, 

есть, очевидно, новая функщя 2’а, къ которой также приложимъ законъ 
относптельной безирермвноети вещей, кавъ и, къ /(х). Эту функцую на- 

зывають производной отъ /(+). Ньютонь обозначаль ев той же буквой, 
что н иредыдущую функщю, только етавиль вверху точку. Лагранеъ 

замфниль точку черточкой, показывающей порадокь функщи. Напр. 
производнан отъ у или отъ /(2} будеть писатьея черезъ у’ пля /“(2).. 

Производная у’ ножеть получить друМя названя, смотря по спо- 
6067 представлена, который употребленъ при функця. 

. Если она, у==/ (2), предета- 

Ц Те влнется кривой АВ, отнесенной 

въ снстемф координать Ох в Оу, то 
увеличения 4. п Ду, получаввыя во- 
ордвнатами г и у, когдапереходять, 
оть М къ соседней ЛГ’, постронтея, 

если провести соотвфтетвенныяор- 

данаты МРиМ’Р’н раздфлитьихь 
горизонталью МН дя выраженя 

того, что НМ’ есть уведичеве 

высоты у между двумя точнамя 
Ли 1Р. Горизонтальная проек- 

щя РР’ пли ИН хорды ИМ’, ко- 

торая соединлетьточки ЛР и М”, 

Г Хх р г очевидно выразить Дх, а возвы- 

Те. 6, шеше НМ’ (похожательное пля 
^ отряцательное) М” надъь ЛГ вы- 

ве что иное, вакъ ни, иля 70, Что назы- 
и ы МН ы 

вается откдоненаемь хорды ЗМ’. Оно опредЪляеть направлеше этой 

хорды, такъ какъ оно равно въ прямоугольномъ треугольнаЕв ИН” 
тантенсу угла НИМ’, который образуется этой хордой съ горизонталью 
МН вли © параллельной осью Ох абсциесь. Оказать, что это отно- 

шеню уже не вярируеть замфтно, когда 4х, уже достаточво малое, 

стремвтся къ вулю иди когда точка №’ праближается въ М, это зна- 

разить Ду. Отвошене 4 
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зить сказать, что всё очень малыя хорлы, начинкюлуяся съ 1 нуЁють 

почти одво п то жё направлене ила что’ онв, будучи неопредфленно" 
продолжены, — стремятся въ извфстной предфльной. прямой, въ касатель- 

ной — по мфрЁ того, вакъ Л’, яхь вторая точка переефчешя съ‘вривой, 
приближается къ первой М. 

Итавъ, свойство кравыхь — ить въ каждой своей точкВ касвтель- 
ную илн опредфленкое паправлеше, ость не что иное, кавъ теометряче- 

свая форув прививша посльдовательнаго вартрованя функц и, слЪ- 

довательно, иривцииа относительной безнрерывности вещей. 

Тажъ какъ вс отвотени 2 частныхь одновременныхь увеличен 

Вил, завлючающихся въ Дуивъ 4х (и при этомъ какихь уродно), все 

мене и менфе отличаются отъ и, разъ 4х иприближаетея къ нулю, 

. Ау . 
то отпошене Де ‘тремятся сдвлаться, въ предфлЪ, отвлонешехь не 

только хорды, во и веей ея дуги, которая поэтому въ моменть своего 

уничтоненя безковечно близко подходять въ тому, чтобы сдфлалься 
въ равныхь свонхь чзстяхь, сколь угодно многочисленныхъ, единствен- 
нымь явно опредфленныхь направлещемъ; и, хотя хорда и дуга схо- 

дятея ваконець въ точьЪ М, тфнъ не мене, въ виду принципа бевпре- 

рывности, объясненнато яъ концё № 3, существуеть кром8 няхъ еще 

то направлен, которое они образуютъ ирн своежь уначтоженит въ нид 

касательной МТ. Поэтому говорять, что производная у’ есть отвло- 

лее либо касательной МТ, либо кривой въ точкЁ М; поэтому-то 

производную фунецию можно пазвать откаоненемь функц, 

Котда овь Оу составляеть съ Ох острый угозъ, то отношете р 

н его предбль у’ перестають быть пре хордё ММ’ нап при васатель- 

ной МТ тьмь, что называется отхлоненемь; оф продолжають тВиъ 

ве мене быть умовымь кообфишентомь, постояннымь отношешемъ 

двухь изыёвнющихся увеличешб, которых получаются вдоль разематри- 
ваеной прямой, начеван съ ея точвн, 2{(т, у) напр., ел орданатою п 

абецисеою. Если 2, ну, обозвачаютъ подвижныя координаты касатель- 
ной, т.-е. коордиваты вакой-либо ея точки 7, то эта касательная будеть 

нсегда выражаться черезъ уравнев!е прямой, 

иу й 
х-—х вли у уу: 2). 

Перейдемь теперь въ другому епогобу представлешя данноб фунЕ- 

щи я вредположихь, что она, выраженная черезь о —{ (0), измфряеть 
въ разныл опохп & количество измфвяющейся уатерш, похфщенной 

въ данную часть лр—ства. Тогда ея увелвчене До (положвтельное вли 

отрицательное), одвояременное съ очень малымь положательнымь уве- 
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личенемь 4+ неремВннаго, выражаеть колачество матерйт, которое, въ 
‘продолжене этого времени 4, войдет» снаружи въ нашу часть пр —ства, 

а отвошене 2, постоянное, если предполагают, что это втеване оди- 

ивково въ разные промежутки или пропорщорально времени, есть то, 
чу пра этомъ простокъ уедощи однообразнаю втеканёя сд®лалось бы 

увеличене До количества матери, если бы принять 4-1, т.-е. въ ро. 

межутовь временя, равный избранной единиц измёреня. Но но той же 
самой причвнЪ существовая производной о’ == {’{#), одвообразе это 
стремятся дфйствотельно реализоваться во 86% послфловательные очевь 

малые (въ вакомЪ-либо числЪ чи) вромежуткн времени, содержанияся 

въ 44, когда 4 безпредёльно праближается къ нулю. Итяжъ производ - 

вая /^(8), предёль отпошешя 2, предетавхяеть, пра опредфленной 

эпох 2, истечение матери, отневенное къ вдиниизь времени. Точно тавъ же, 
съ этой точен зравя, она можеть быть названа просто измюняемосиью, 

пли, кавъ ее назваль Ныютонъ, флюкеей (Нихоп} фуякшя ©; нослвд- 
нюю же Ньютонъ называль по протавоположности, ине чнаий Диеще, 

т.е. тевущимъ пли изызвающныся. 

Флюкыя, тавимъ образомъ, есть выражене изу неня, совершающа-. 

гося ца мВотВ, чл, скорфе, быстроты этого изувнешн въ данный 
моменть. Но она становитея выраженехь пзмВневя ыфета оли соб- 

ственно называемаго двоженя, когда функщя, которую я обозначаю 

черезь х=/(), есть координата х движущейся точки. Тогда производ- 

ная представляеть увеличене, которое испытала бы разсматриваемая 

воорлината въ единицу времени, или путь, который быль бы пройден 

въ направлены (в$ смысл) соотвётотвующей координатной осн, если бы 

двяжущаяся точка продоливла дантаться во всю эту едяняцу временя 
тавъ же, вавъ она дёлаеть въ разсматреваеный моментъ. Производная 
приявмаеть назване скорости п, очевидио, дёлзется выражешемъ, даже 

нфрой движеня. Собственно говоря, это и есть именно та скорость, 
хоторую Ньютояъ назваль флюксей: при истечении: жидкости (что можно 

ззять за изображен! движен!я) ока предетавляеть въ каждый моментъ, 

по крайней нфрф пропорцюнально, истечене (1в Йах) ила уменышене, 

зфвоторый объемъ (отнесенный къ единииВ времени), который проходать 

тогла черезь данное мфето, и ея пазваше флюкия такамъ образом 
здВсь воолнв оправдывается. 

10. — Выражеше, при помощи производной, отнощеня конечныхь 

увеличений; поетоянетво функции, когда производная уничтожаетея; 
теорема Ролля. 

Изь всего вышесказаннаго, очеввдио, елфдуеть, что два вонеч- 
пыхь (я уже замфтиыхе) увеличешя, Дх и Ду, перемфинаго х и его 

безпрерывной функщи у-=/(2) вытекають всегда, какова ив быда ихъ 
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величина, изъ сложев!я посяфдовательныхь, очень малыхъ, положитель- 
выхь или отрицательвыхь, увеляченй #,, №, й.›... д» Для перемфи- 

наго и ди, №. (а,....Ё„ Дн фувкщи, соотвфлетвенных отношен]я кото- 

рыхъ ь, В. = стремвися, если число ти увеличивается, & каждое 
м № № ри . Бы 

увеличене- уменьшается, къ различныхь зняченямь производной /*(х), 
соотятствующимь значешямь перемфвнаго, промежуточным между 

двумя разематриваемыми х и х- 4х. Зваменателя №, йз» йз+.---› Ан 
могуть обладать вс® однвмъ и тВыъ же знажомъ, такъ каБЪ начто ве 
мБаветь взать ихъ даже раввыми. Но теорема, отвосящанся въ по- 

членнону сложеню неравныхь отношен!й (стр. 11), уже приифняемая 

нами `нФеволько разъ, показываегь, что, есди образовать дёВ сунхы 
Л=ь+Ь-+Ь-...-+- В п ем +ь-Ь....-- А, пезави- 

4. 
самыя оть шт, то частное 2! будеть заключатьен между санымь ма- 

4 

в а... ыы и, слбдова- 
ты м’ 

тельно, между лнумл предфльными значевами, самыхъ малынъ п самыхь 

большим, которыя получаеть производная /’{), когда ен перем ннов 

переходить отъ 2 въ х-- (хз. Такимь образомъ отнощенае всеш увели“ 
чен{я безпрерывной фунищи къ одновременному увеличен ен переньн- 
назо запаючается между самымь малымь и самымь больщима изь зниченй 

яроизводной въ тотз промежутока, который представаяется отинь 
унеличещемь перемьннао. 

Изь этого принципа сяфдуеть: 1) если, в5 извъетный иромежу- 
токь производная [’ положительна (при этомь даже уничтожвяеь при 

лыкъ и самым большпмъ изъ отношенй 

. 4 
отдъльныхь значойяхь перемъннао), то отвошешя и. будуть положи- 

жительны или друсвми словами, фунниая у варфируешь въ томь же смысль, 

хакз и перемьнное, увеличиваясь, когда ово увеличивается, и умень- 
таясь, когда оио умевьшаетсял; 2) если в5 известный промежутокь, 

произасдиая [’ отрицательна (при этомь молущая имьть инофа диже 
нулевых значения), то функаия у варируеть вз обратном» смыель сво. 

ею перемъиноло, умевьшаясь, когда то увеличивается, и увелачаваяеь 
когда то умевьшаетси, п 3) ебли в> мавтетный промежутока производ- 

.. 4 
ная постоянно уничтожается, то отношеня я также унизтожаютсн 

или фунюия у будеть постоянной величиной. Обратно, во веяёЙ он- 
тервель, въ которомъ функщя варшруеть въ томЪ же смыслЬ, какъ ея 
перемфниое, производная, очевидно неспособиви сдёлаться отрицатель- 

. 4 
яой (лакь какъ предёжь отношеня и положателенъ), не можеть ни 

въ какой часто совершенно уяочтожелься безъ того, чтобы не звета- 

выть у перестать варшровать, т.-е. она положительна илн увичтожветея 
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только случайно. Точно тавъ же во вся ивтерваль, когда фунещя 
варгируеть въ обратномъ смыел® съ своныъ ‘перемЪнкымь, производная 
очевидно отрицательва, хотя бы даже и могла уничтожаться при 0со- 

быхь значеняхь свозго перемфннаго. Что же касветен тВхЪ случаевъ, 
когда функши, остается постониной, то проазводнан будеть постоянно 

нулемь, тажъ вакъ если будемь имёть Ио то и предЪль г 6у- 

деть постоянно разенъ 0. Тавииъ образомъ существуеть очевидно связь 
между способомь вартированя функши и знажомь ея производной. 

Отсюда слёдуеть, что ‘двю функши и, ©, производныя которыль 

и’, 5’ равны при веть ‘значеняхь поремъьнието п, мозуть разниться 

зтодъко постоянной величиной. ДЪйствительно ихъ разность в —% оче- 
видно вараруеть, когда х получаеть извфстное увеличене 4х, ва раз- 
вость 4н— Ди между соотвфтетвующемь увеляченемт и и увельченеиъ +, 

. Аи _ № 
др о дв май 

равна, слФдовательно, количеству и’— 5’, постоянно нулевому, вогда 

производныя и’и у’ двухъ разежатриввеныхь функц! ныЗють одно и 
то же значене. Такамьъ, образомь, разность и — вполяв обращается 

зъ постоянное. 
Въ формё, божфе геометрической пли болфе конкретной, это пред- 

ложеше можно выразить въ слфдующихь словахъь: ординаты в ==[ (2) 

кривой опредълены, какь только даны ея послъдовательныя отклонешя 

Г’ (2) в видь фуниши абсциосы х и сверль тою дана частная орди- 

ната, соотеюиствующая одной какой либо абециссь, называемой на- 
чальной, которую н назову черезъ 2. Поэтому, если о-— #(2) веть 
ордината всякой врилой, ныбющей свои отклонешя Е” (2) равными дан- 

вымъ отклонешямъ {”(2} предположениой кривой, то дзЪ фувёша них, 
ивфюция постоянно разныя производныя, будуть сохранять между собой 
безъ измфненя снбю первоначальную разность, нулевую по условно, 
Богда соотвЪтетвующее значеше Р(х,) фупкци о бухетъ ихенно т8- 

кпуъ же звачешемь /(2.). Тавимъ образомъ, при всякомъ значент 2 

будешь выть о=-и и будеть возможна одна только кривая. 

Но обратимся снова въ отношеню р одновременныхъ увелачен!й , 

яспытызаеныхь фучкшей у-=/(х) и ех веремннымъ х, когда это посл д- 
вее переходать {оть х ЕЪ значевю х-- 4х, отношению, заключающе- 
муся межку самымъ малызъ иусамымь большимь изъ значенй, которыя 
получаеть въ этоть промежутовь производная у’. Обыквовенно эта про- 
изводная у’ безирерывна; это означаеть, что она переходить от .на- 
именьшаго своего зиаченя къ намбольшему или наобороть только при 
помощ незамфтныхь варащй и, слёдовательно, нривиман вс пронежу- 

поэтоху производная оть и —о есть предфль отношения 

: . д. 
точныя значевя, завлючающя и то, которое равно ры Если назовем 

° 4х 
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зерезь @/х дробь, соотьфтетвенио взятую отъ Дл, или черезъ © какое- 

або число, занлючающееся межлу 0 п 1 (тавъ что т-- 94 можеть 

представлять, емотря по валобности, вс промежуточных значен!я между 

192 42), то значеше 2’а, которое получаеть производную, разную 
Ау 

разематризаемому отношен!а и. › можно написать черезъ х- 94; 

тогда вмфенъ: 

ду Че (е--.05) пав дура 04%) 473 

Эта формула позволяеть доказать одно важное предложене, вото- 

рое гласить: #00 функиёя (безпрерявная въ изъетный промежуток 
хакь и ея производная) пролодить два раза черезь одно в то же значе- 
не, то существуеть кромт двуль соотвзтетавенныхь значенай перенън- 

ало еще 'претье, уничтожающее производную. ДЪйствительно, ножно 

назвать черезъь хин 4-х два значенмя перемзннаго, при Ерторыхъ 
фунещя получаеть разематриваеную величину, и, если призять тогда 
Ду=0, то формула получить видъ /’(г-- 942) . Если бы пронз- 

водная /’(=) не была безпрерывна, то теорема, откуда выведена эта 

формуха, показала бы только, что свмое малое и самое большое значё- 

В . 4 
ше /”()’а будеть заключать между собой нулевое отношене р и что, 

слбдовательно, ота производная будеть измёнять свой знак при изв®ет- 
номъ значеши (перемёниаго}, промежуточномь между хи х-- Дл. 

Когда уравнев!е остается уравнешемъ формы /(2) == 0 съ первой 

частью /(=), безирерывной фунещей, ныБющей в свою производную /{2) 

безпрерывною пря всвхъ вонечныхт зпаченяхъ д’а, то два какихъ-нибудь 

значення 2^а, которыя засгавляютъ /(2) привхть значене = 0, содержать 

цо крайвей иБрЪ одно, уничтожающее /”(х). Таванъ образом, в> числ 

двугь побльдовательныхь корней разсматриваемано уравнешя [(2) == 09 
сущеетвуеть по крайней мюърь одинь корень производнаю уравненя 

Г ==0; сл№ковательно, в» нисл»ь двухь посльъдозательныхь корней 

производнао уравненя [(2) == 0 не можеть существовать болъе однозо 
хория разематриваемаю уравненёя [() = 0. Эта теорема Ролхи позво- 

ялеть, вели учёють ршить производное уразнеще (2) — 0,. выбрать 

корня ураваен!я /(2)==0, потому что корни уравненя {2} =0, зв- 

илючаюнцеся по порядку величины нежду — о и --со, образують съ 
свонхя крайними зваченями — оо и --с2 сер предфловъ, въ каждонъ 

промежутк® которыхь существуетт, по крайней иёрЪ, одинъ корень 
ураввеня {(2) = 0. 

Возвратимся еще къ формул Ду==/”е-- 942)Дт. Когда 4х стре- 

митея къ нулю, /(х-- 942) стремятся къ /’(); называя черевъ г псче- 
заютщее кохичеетво /*(х -- 942} —Г(®), прадемь въ ду == [/(2}- <] 4: 

важное соотношеве, которое мы разсмотряиь далве. 
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. 11, — Производныя аналитичеекихь олементарныхь функ и 

ихъ проетёйшихь комбинашй: суммы или разности, произведе- 

ны, частнаго, Прерывноеть частнаго, которое переходить черегъ 
безконечноеть. . - 

Какъ принфнене предыдущаго вуреа, найдемъ проязводныя ифкото- 

рыхь аналитическихъ, влгебраическахь или трачецендентныхь, функций 

в яхъ простВйиихь” вомбиващй. 

Но сначала, если раземотрёть сумыу вла разность и-Но — ш фувк- 
ЦЙ в, 9, в, зависащихь отх извфетнаго перемвинаго 2, то станетъ 

ейымь, что ея увеличене, которое соотвфтехвуегь уведиченню Ах 

этого перемфннаго, будетъ суммой или развостью одновремецныхь уве. 

личенй ЛДь, Дь, Дю -этвкъ функ. Сядовательно, дёля напр. Чи-- 

+ 4 — 4% ва 4х и заставляя затЪиъ Дх стремиться въ 0, увидямь, 

что производная суммы или разности есть сумма или разноеть произ- 

водныте встьь членовь, входящихь в это пыражеше. Если вокой-либо 

язь зленовъ быль иостоянной реличаной, т.-е’ не зависящей оть раз- 

смалриваемаго перемфниатго т, то заращи его н, слёховалельно, произ- 

водная его будуть нулевыми. Но если одинъ изъ нихъ дфлается этимь 

перемвинымъ х, то ого производивя, предфльное частное 42а на Дт, 

очевидао будетъ равняться 1. 

Разенатриваемый случай суммы ии--и--... азвветваго числа & 

одинаковыхь членовъ ириводвть 5% случаю произведешя вида ан, ну ю- 
щаго постоннный производитель. Яено, что производная и’... 

тогда бужеть аи’, даже когда а будегь затвиъ раздфлено на цёлое 

чнело, положительное ихи отрицательное, наи одфлается дробью и, Еакъ 

предфльный случай, какой угодно постоянной величиной, потому что, 

согласно самому опредфлевю произведеня ди, это произведене, его 

увеличене я его производная будуть раздёлены на 10 же число. Такимъ 

образомъ яронзводная произведения постолнного иножителя на перемьн- 

ный множитель веть произведене постоянно множителя на производ- 
ную первмьнназо. 

Перейдежь тенерь къ проязведейю у-=иь двухъ неремённыхь мно- 

звателей м и ®. Если х увеличить на Дл, и на Чи, 9 на 4, у на ду, 
то получамъ 

Чу (и-- 4.) © + 45) — во — один Лидо; 

отсюда, раздливь на 42 

40 ды 

22 4. 

Наконець, заставляя Дх стремиться къ нулю, и, разсматривая въ пре- 
4 

ХВХЬ, мы увидямъ, что 2 Ди сдёлается и’Де или нулемъ. Мы бу- 
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денъ имфть просто у’ == и’ мо’ и, дВла ва уме, 

"ЗИ 
ув 

Такоыъ образомъ, Яроизводная произведетя, дъленная на это яро- 

изведенао, есть сунна производныль ея множителей, дтаенныть кижедая 
на свой соотетиствующей множизтель. Но ясно, что подобный законъ — 
общуй, или годенф для изкого угодно другого числа множителей, такъ 
какъ если разложить сперва оданъ изъ двухь разематривавыыхь нно- 
жателей, у напр., на дьа НОвЫХхЪ множителя 10, 0, — 16 то же самое 

й й й . й ра 
разсуждене позволить вамъ захВинть — черезь — ---Г; и такимъ 

` р Ре 
образомь можно пострпаль далфе съ новымъ раздвоешемь сзёдующаго 
множителя. Поэтому, вообще, если у==мою..., то 

[о 

Умвоживь 06 части на у=ити..., НЫ увидямь, что производная 

произведения веть сумма произведен, получаеныхь оть умноженя про- 

изводнизо каждею множителя на произведене веъть оотальныль. 

Есжн даивая фунеЩая у есть чветное, у двухь функый нио 

оть д’а, то и будеть произведещемъ ь из у и формула (1) дветь 

иоиси 
вы у 

или, перенеся, что слЗлуетъ, и умноживъ въ конц концовЪ На 

, ви’ — и’ 
г] @) к 

Производная частнаю равна отношемю, знаменатель которазо есть 

поадрать дпзителя даннаю частно, @ числитель — разность между 
произведенемь дълителя на производную дивимено и произведенень ди» 
лимео на производную дтъзитеря, 

Частное › РАВ и во дВВ конечныя и безпрерывныя функци при 
р 

всёхъ конечныхь значейляь перемённаго 2, часто предетавляеть 50- 

ображаемое дЁйстые, т.-е. пе даетъ уже точныкъ результатов, когда 

его дфлитель =0. Дфйствительно еслн 2 получаеть значене а, увнчто- 
. и 

дающее у, то сажо частное ‚„, авъ извветно, двлается или иеопре- 

АВленнымь или теряеть смыель, енотря по Тому, унвчтожается или ке 
3 А. в. НББАЕВА. 
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уничтожается въ 10 же время и. Но это значеше =а не дохжно быть 

разсматризаемо одно, тавъ какъ 2 есть неремфнное; и прянпиит единства, 
или порядка, уже приложенный нами къ нёеколькамъ вопросам и изло- 
женный нами въ ковцз № 8, заставляеть преднолагать, что фунещя 

безнрерывна, всяый разъ, кавъ это ие опредвлено ея величиной. Сл- 

и 
довательно, для частнаго “- (при 2==@} надо выбирать только значе- 

ня, монуиая перейти въ т®, которыя оно получаеть, если 2 начинветь 
все менёе в менфе отличаяься оть а. Мы увидимь далфе, что этоть 
пранлиуь въ большинствв случаевъ устранаеть трудность или сразу 

опрехВлаяеть функцию въ случа, если м уничтожается въ одно время 
съ 9. Но въ противоположноиь случа, когда м разнится оть 0 при 

==, ясно, что фунюша безгранично увеличивается (по абсолютной 
зеличик#) выфстВ съ приближещемь ея знаменателя къ пулю; такъ 
что для нея можно выбрать (при л==а) либо безконечиую величину, 

если + уничтожается безь изыбненя знака или если вов разсматривае- 

мыя очень большия значен!я частнахо имфють одиыъ и тоть же знавъ, либо 
даже квЪ безконечныхь величины, одну положительную, другую отрица- 
тельную. если, какЪ это обыкновенно и бываеть, о, унизтожаясь, изыб- 
вяеть звакъ; дахёе же какъ въ томъ, тевь и въ другомъ случа по- 
стунать (насколько это возможно} при х==а уже вкакь съ значеяни 

съ противоположныих знаками, относя одни въ значещямь о”а, мень- 
шям»ь а, а друг къ значещяыьь х, ббльшимъ а. Въ послёднемъ случа 

товорять, что фунвшя рюзко перескавивветь при х-=а отБ — со 

къ --о2 ИЛИ ОТЬ {<> ЕЪ — со, смотря во тому, будуть ля эти значеня 

прл 2, мевышемь ЧЁмъ а, отрицательны или положительны. Но пере- 
мфалеть ли функщи вла нь свой знавъ, она все равно юротодить 
черезь безнонечность, а этото достаточно, чтобы выразить, что он® дЁ- 

лвется прерывной въ то игновеше, когда т ДЬйствительно, если 

заставить х изифнвться, начинал съ значейя а, даже немного, то 
“ . 

частное — получить уже не очень малое изиВнеше, кавъ это было бы 
р 

въ случа безпрерывноста, но измфнене безконечное нли превосходящее 
: “ 

всякое представлене. И производивя отъ 5 сдфлается безконечной въ 

и - 
то же вреня, ЕзЕБ >» потому что, въ соефдетвВ, тамь, гдё варащи 

функщи уже ви лсякаго соотношеня съ варащями переманаго, эта 

производная не можеть переставать быть крайне большой (по абсолют- 
вой величин) и тёмъ трудиёе ей сдёлаль это, чёнъ ближе въ кри- 
тическому значению х==а происходять это. 
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12. — Продолжене: производная степени. Доказательетво 

существован!я чиела е. 

Тили въ произведени уз=нею... чзъ и производителей м, о, ш,... 

сдфлаемъ вс производители равными, иди сдфлаень у-=и", то фор- 
мула (1) обратитея въ ` 

Но то же простое разсуждене иметь мото и тогде, когда м есть 
чнело дълое и отрицательное (— 1), т.-е. въ случаВ, когда, по опре- 

в 1 
дфлению, и” будеть выражать частное == дЪйстлительно, первая фор- 

мула (2), въ которой во вгорой части в замняется 1-цей, ю черезь м” 
‚ р й м 9 ти 

и, слфдоввтельно, обратво, — — нулемь, — черезъ —, — дасть 
р р и 

ии 

у 5 
Она останется такой же и тогдв, когда п будеть 

равно какой-вабудь дроби в (гд# всегда можно выбрать знаменатель 0 
е 

положительнымь чисдомъ), когда, по’ опредфленю, у==и” есть не что 
ри 

пное, какъ корень У», предполагаеный дЁйетвительныхь, но взатый 

съ канямъ-нибудь однимъ изъ свонхь знаковъ. Тогда два выраженя 
3", и?, пивюныя цвлые показатели, будуть тождественно представлять 

одну и ту же фупкщю, производная которой, дфлениая ва эту функцию, 
‚ ‚ . у и 

сама сдВлаетса слЁдовзтельно, по желаю, вли “ или ==. Отеюда 

‚ ‚ 
сяёдуеть Опять УР. Тадимъ образомь какой бы ни быль показа- 

у аз 
тель и, повожательный или отридательный, цёлый или хробный и даже 

{во свойству безпрерывностя) несоязифримый, отношене производвой 
, 

„ : " ян 
оть и” къ самой фунещи м” будегь всегда величиной Ро Если во 

у пн’ = м1! 
—=-— #8 ужи”, то Получим у’== пи". От 
у. ц 

сюда сяЖдуеть, что производная какой-либо степени 16" всякой функии 

4 позучиется оть алебриическово уменьшенвя показателя на единицу, 
и затьмь оть ужножещя этозо результата на первоначазьнало пока- 

зателя и производную функши и. 

унножамь форнулу 

Дано напр. в —: вли надо найти производную оть Уи; полу- 

читея финн, т.-е. Такимъ образомь производная квадуат- 

3 
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назо корня ссть частное отз дилещя производной подкорсиноо коли 
чества на удвоенный корень. 

Въ частномъ случаф, когда функща и ость само перемфнное ди 

Аи 
когда отсюда ныфють Дн = 4х, #= 1, и’=1, подучаемь какъ 

производную оть 2”, у’==нд”-!. Это выражене стрехится замфтно 

ЕЪ у’ == и, когда 2"-1 разнится очень мало отъ едпигцы. Это бываеть 

всегда, когда х отличается очень мало отъ единвцы. Олвдовательно, 

вели 2, начиная съ первато звачея х==1, получаеть увеявчеше Н 

столь малое, что во зсемъ этошъ нытервалё НЫ разность между 2"? и 
единицей остается очень малой дробью послфдней, то будемъ имфть, 

еорявено съ прехыдущей формулой (стр. 31), гдз 4 надо предиоло- 

жить раваынъ М, ® ду = (1-Я) —1, 

ан —1-эНа-®), 

приченъ (1 =) выражаеть чкело, очень махо разнящееся оть Ти з4- 
влюзающееся между двумя крайними значения 2а, | п (1--Н)*-*. 
Но (1-- 5)”-?, частное оть хёлевя (1-- Н)” ва 1-- Н, очевь мало 
разнитея отъ единяцы в то же самое будеть слёдовательно и съ отно- 
вешемь 1--в двухь выраженй (1--Н)^—1 я эн, если 1-Я)” 

отличается мако отъ | въ то же время, какъ и 1-- БЫ. Но пря поса*- 
довательныхь малыхь значеняхь На, все болфе и боле улаляющихел 
оть нуля, двз фунеци (1+ Я)" —1 из весе боле и бодфе отда- 

авются другъ отъ друга, в при тон же усломи небольшой величивы Ы 

ихь относительное циаз!-равенство, даже переставая быть весьиа при- 
бложеннымь, вели {1 -- 2)” назилаеть чувствихельно разняться оть 1, 
не позволяетъь пераой, (1+ Н)\—1, слашкомъ замётно отличаться 

оть нуля безъ того, чтобы это не стола, дВлать и другая, вЫ; поэтому 
пря разсматриваемыхь слабыхъ значеняхь Н этя 068 фунвщи остаются 

пли нфть въ одно и то же времн очень близкими отъ нуля 
Тавнмь образомь, сказать, что 1-- Ба (1 В)" очень мало раз- 

затея отъ 1, значить сказать, что Ни яН очень малы по отношеню 

ЕъЪ }, и вышеописаниая формула можеть быть написана еще въ видв 

(3) (ря очень малыхь Н и ян) ОН) = 1+аЮНа +5), 

при чемъ г стренится къ нулю, когда вкаибольшее (по абсолютной ве- 
личинЪ) изь дзухь зисель Н и иН стремится въ нему же. 

Это равонство (3) заслуживаеть вивман!я; тавЪ вакъ, есяй пока- 

затель я здЁеь количество безпрерывиое, получающее слЁдовательно 
зесоизифримыя звачен:я, то первый члень транецепдевтенъ, тогда какъ 
эторой, гдё и входятъ въ вачествЬ кооффищента, — алгебраяченъ, если 

овъ обращаетен съ пряближещемь, могущимь неопредфленно увелвчи- 

ваться, въ 1 -- нЫ. Формула эта аванется поэтому лереходомъ оть 



-- 

алгобранческаго количества къ трансцендовтному или соедавешонь того 
съ другимъ, хотя этоть переходъ, собственно товоря, ость простая точка 

сопракосновеня, такъ кавЪ онъ васветен только очень близкнХЬ ЕЪ | 

степеной чисоль, имфющихь сами свои значенн близкими къ 1. 

Итакъ обратимся ЕъЪ главной частн равенства (3). Здесь сначала, 

возьмемь то, что можеть намъ коказать существоваше числа е, т.-е. 

1 
предфла выражена (+ ) ‚ въ которохь т обозначаеть неопредв- 

2, 

ленно увеличивающееся количество. Для этого слфдуеть поБазать, что 
1 

при т == довольно большому чяслу, число (---;) » которое я на- 

зову черезь Е, разнится, кавь угодно мало, оть новато зпаченя, 
Г. 

Е (+=) › Боторое получится, если в прижеть какое-хибо дру- 

гое, большее абсолютное значеше, и сдЪлается йт, тд # будетъ также 

положительнымь множнтелемь иди отрицательнымъ, ббльшихъ единицы, 

во совершенно произвольнымъ. 

и п-= ®, то произве- ДЪйствительно, если въ (3) примень Н = 

1 будеть очень малымъ, и эта формула (3) приметь видъ 
т 

еп 

деве #Н: 

отсюда 

1 
и раздвливь на Ё, т.-6. на (:+#) › ватВыъ обозначивъ черезъ в, 

И 1 
частное (замЬтно разное 5) отъ длен!я =а на 1 получинъ 

1 \” 1+ „- 
в —" "| - (+) 

ео 1-5 

Праловинь ваконець къ выраженно (.+..) формулу (3), полагая 

в 
въ ней П = т в-=; это дасть въ результатВ, почти точно, Е а, 

яди поэтому 1-Е &; тогда получимъ; 

В ле, Е -Е= Е. 
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Хром того, когда абсолютная величина т, предположенная уже 

довольно большой, увеличивается до со, то Е будеть варировать уже 

только въ ничтожномь отпошеви ин оставаться конечной. Но предета- 
зижъ, что мы сЕова начнемъ разсужден/е, но беря при этомъ то услоше, 

что т все болфе и болфе увеличивается, тавъ что г, которое стремится 

хь нулю вывстВ съ р неопредёленво уменьшается. Таюмь каЕЪ мы 

знаемь, что Е никогда ве нероступить сззЪетной величины, то произве- 

дене Ев, выражено посл6дующияхь изифненй Е, весьна яено стремвтся. 
1)” 

кь пулю, а едВдовательно, Е или (+#) очень приближаетея къ пре- 

дфлу, выражающемуся черезь букву е. Этоть предфль очевидно не 

меньше еднннцы, тёкъ какъ, ссля 24 напр. положительно, то (+; 

поетоянво будетъ больше 1. 

Такъ какь (+: стремится къ предлу е, то отеюда слёдуете, 

еслк возвести это число е въ какую-либо степевь, которую я назову 
яя 

черезъ степель 2, что е* есть также предёль (. +1) или ( +) 

Но достаточно чтобы х разнахось отъ пуля, какъ произведен 9 поду- 
чветь послЬдонательно, осля т пачнеть увеличиваться, всевозможныя 
очевь болышя абеолютныя значешя. Кром того лиш есть, вакъ т, 

число положительное или отрицательное, неопредфлепно унеличиваю- 

Щееся и можеть одинаково называться т. Такямъ образомъ имЗемъ 

формулу 

(4) предвлу (1+2) › когда т очень велико. 

Она опредфляеть, при всфхъ конечныхь значезякь стопени г”, 
лишь бы было соизмёрино, то праближенное превращен!е трансцен- 

дентнато количества въ злгебранческое, которое дёлаеть формула (3) 
въ случаЪ степени, очен близкой въ 1. 

Но въ сущноети, кавъ мы водемф, таковъ результать и той же 
самой формулы (3), которая позволила намъ доказать дпаз!-веизи®няе- 

ст 
мость выраженя (1+, » когда т при этомъ варшруеть, не пере- 

ставая быть очень большой величиной; а это позволяеть намъ сохра- 

вать стеневь их постоянной и сонзыбрамой, какое бы значеше ня 
получало х, переноса вар!ировав!я, 0тъ которых происходать язы не- 

я 
орое сдается та которое сд я 2, ва выражено въ скобхахъ 1+1 1+ 

= 
тогда 1+ 

дв1+ ©0154 
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14. — Производная обратной функщи, 

Теометрачесыя построешя часто облегчають вычислене производ- 

ныть или приводять по крайней м®рВ къ интеросным® вадамъ розуль- 
хаты этихъ вычисленй. 

Возьмемъ напр. функши у = { (*} 

изн скоро ол проивводную 7 (2), приз, 8 
соотввтетвующемь извфехному значе- 

ино, обозначенному через у, функши; 
если надо найти производную обрат- 

ной фунющи а-=ф(у) въ моментъ, 
когда у получить это значеве, то дня М! 

этого будесь достаточно представать 
двЁ фувкщи Гиф одной и той же 

кривой АВ, отнесенной къ снетем8 

05 ни Оуп разсматриваемой съ одной 

стороны въ форм ОМЗ, которую 
сна образуеть съ Ох и которая выра- © 

жаеть прямую функию у==/(2), а 

съ другой стороны въ форнё ОМ"ЫВ, 

которую она образуеть съ Оу и которая изображаеть обратную фунв- 

Щю #=Ф(9). 
Две откаоненя, предетавляющанся /^(2) в Фу), касательной МТ 

ио отноменю къ осямъ Ох в Оу или къ ихь параляелямь Мл’ и Му’ 

будуть тангенсами угловь х’МЛ и его допожнятельнаго, у’ МТ; но 

изафетному свойству тангенсовь таковыхь углов», ихъ произведеще бу- 

деть единицей. Будемъ имВть 

(7) ГозфЬ-фь вла Фу т 

Это говорится тавъ: ироизводныя двухь обратниль функий обратны 

дру Оруцу или имзыють во произведены единицу. Но это можно найти 

еше болфе непосредственно, если обратиться БЪ ГлавнымЪ выводвуъ 
предыдущего доказательства, зам тивъ, что два одня и т8 же очень 

малыя увеличеня 4х и Ду перемёиныхь х и у служать для вычисленя 

двухь отошевй у [3 т которыя въ предьаВ обратятся въ двё взаям- 

лыя производных {/(2) в $9). Но эти отвошен!я, яыфя эъ произведен 

единицу, не могуть и въ своихь предфлахь инфть что-либо другое. 
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15. — Производная дуги кривой жин!и. 

Очень простое построеяйе позволяеть узнать производную дуги или 
пути, который пробёгаеть движущаяся точка, три коорденаты которой 
<, у, #, отнесенныя въ системВ прямоугольныхь дугь, суть три дан- 

выя фунявт К, р, /, времени #. Этоть путь, который обыЕновенно 
обозначають черевъ з, считаетен оть исходнаго пункта вакой-либо 
точки А (#5. 8) ваписанной кривой, въ которой (точЕЖ) находитея 
движущанся точка вЪ данный моменть, положительно для всфхь эпохъ, 
послёдующихь оть этого момента, и отрицательно дня вефхъ преды- 
дущихъ. Ясно, что извфетное значене въ каждое игновен!е будеть онре- 
дЪзенвой функшей #, производная которой должна получиться, разъ мы 
знаемъ поередотвомъ трехь равенствь х==/,(1), у==Ь(, я==( 38 
вонь дважешя. 

Пусть АМ-==з будеть дуга, которая получилаеь ранёе эпоха (, 

зъ которую движущаяся точка находится въ точеВ М(, у, 2), а ММ’ 

очень малая дуга, получаемая сейчась же велёдъ, въ эпоху 4, дуга, 
которую мы назовемъь черезъ 45, потому зто она есть увеличене .$“а, 

соотвётетвующее 44. Черезь 2-42, у Лу, #--42 мы обозначинъ 

координаты положешя М” двяжущейся точкя въ эпоху $ 44, при чемъ 

Да, Ду, 4з выражають соотвЪтетвенвыя увехаченя э’а, уУ’а, 2’а, когда 

точка мереходить изъ М въ М’. 

Эти уведичешя построятея, 
х вакъ изьфетно, если провести 

въ точк8 Ми М’ плоскости, 

парадлельныя илоскоетямъ ко- 
ординать ху, 92, 2х, и язм®- 

рить вдоль прямыхь лявй МР, 
№0, МВ, образуемыхь вхъ 
взаимными нересёченяхи, от- 

рёзовь между двуия изъ этихь 
плоскостей, которыя параллель - 

ны либо у2, лябо ха, либо 2у. 

Тря измфреня МР, Ми МВ 
парахлеленипеда МРОЕМ”, от- 
ложенныя положительно или 
отряцательно, смотря потому, 
взяты ли оная въ одоиаковомь 
емыся? съ 0х, буи 0з изн въ 
обратномъ ‚выразятся, слдова- 

тельно, черезъ 4х, ду, 43. Номагональ ЛГ”, представляемая танке въ вид 

УсиРр + (МФ -- (МЕ, есть хорда дуги 45 и инфеть съ 48, по 
теорем Бонна № 5, отношеше, очень мало разнящееся оть единицы: 

т. 8. 
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45 равно также произведеню У(МР*-- 90) - (ИВЛ ва иножитель, 

стремящ ся къ едивицф, когда 1ё стремится въ нулю; а такъ какь 

МР=+ 42, М0 =-Е4у, МЕ = + 4в, то отпошеше ро воторое 
предиолагается разематривающимся въ предёхЪ, есть произведеще 

9) = (%) + | 

4х ду 42 4з 
на этоть самый множитель. Когда 4# уничтожается и ЯР Ч АР АЕ 

дфлаются соотв фтетвенными производными 2’, у’, 2”, 3’, то амфемъ еще 

<8) 9 ИУ = УР Ра Г. 

Между тВиъ какъ три проязводпыя 2”, у’, 2’ изиврають протяже- 

зя, которыя, начаная съ энохн # булутъ проббгаемы вдоль трех со- 

отафтсгвенныхь осей въ единицу врехелн, если движеше будеть въ это 
единицу времени таково же, кажъ и въ эноху &, производная 5’ опред}- 
ляеть дёйствительное протяжене, которое пробфжать движущаяся точка. 

пря тёхъ же услонихь. Такимъ образомь ота производная вазыввется 

общей скоростью движущейся точки или проето скоростью, тогда кАЕЪ 

я,У’, г, суть только скорости вдоль осей (1ез уНеззез эШуан [63 ахез), 
Если Хотять разсматривать то, что называютъь черезъ 5, не вавЪ 

весь путь, пробфгаемый съ хаднаго момента, по какъ настоящее рзз- 

стоаве дввжущейся хочки, изифряемое вдоль этой кривой ‘ло точвя 4 
кривой, счатая при этомъ положительно для хочекъ. ДГ, хоторыя лежать 

по одну сторояу точки 4 пн отрицательно для точекъ, лежащихь пов дру- 

тую сторону, то увеличен!е 45 н отеюда производная 3’ очевидно будуть 

пыфть -- Въ тВ моменты, когда двивущанся точка движется виередь 

но своей тразктори и зивкЪ — въ тВ моменты, когда она двяжется 

назадь. Знанъ радивала въ (8) долженъ быть взять, смотря ло обстоя- 

тельствамь, положительный нля отрицательный. Въ геометрич его беруть 

всегда положнтельныхь, потому что предполагають для проететы, что 

кривая образуется оть постуяатезьнаю двяжешя, т.-е. безъ всикой 
сыны ретрограднымь хважешехь, почему увелочен!я 45 дуги и хозжвы 

быть положнтельны, кавъ увеличешя 4 времени. 
Изь всВхь способовъ изображения кривой самый простой это тоть, 

когда движущаяся точва постоянно проходять разстояще, равное еде- 
ниц, во время, разное 1, именно считая время # еъ того момента, когда. 

данжущаяся точка была въ А; въ этомъ случа разстояще $ будеть 

равняться временя # н, слдовательно, дуга $ будеть независямымь пере- 
ибинымъ. Тогда $’==1; форнула же (8), позведенная въ ввадрать, дасть 

ау -на? =. 
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Такимъ образомъ координаты 2, у, г тогда просто три различныя 
фунещи незавясинаго перемфяпаго 5, твкъ кавъ ивадраты ихъ трехъ 

ироизводныхь способпы вЪ сумм® дать единицу; но каждая изъ этихь 

функщй въ то же время совершенно непроизвольна, такъ вакъ ея 0т- 

хлонене должно веегда заключаться между —Еи 1. 

Другой простой снособъ образованя кривой заключается въ томъ, 

что заставлають движущуюся точку нробфгать въ прозкши на одной 

взъ трекь осей, нанр. на оси 2’овъ, разетояийя, равных 1, въ проме- 

жутки времени, равные 1, почему = постоянно рестеть какъ } их 

(пря услови соотвзтетвенно выбраннаго начала промежутковъ времени). 
Тогда х'—Е иуи 2 дёлаются двумя фунекшныи о’а. Формула (8) 
является въ видВ 

(10) 

Наконець въ частном» случа кривой, лежащей на плоскости, ножно 

ВЗЯТЬ Я ПЛОСКОСТЬ 38 ПЛОСКОСТЬ 2У.Н ТОГД8 2==0, &’== 0. Два уравне- 
ни, выражающя у н 2 въ вид» функщи аа обращаются въ простое 

уравнеше у==/(=) кривой, и производная 3’ дуги сдёлается 

[63 8’ УТ? УТЕР а. 

16. — Обозначене и производная экспонентной функц и фунищи 

логариемичеекой. 

Легко прёт къ экснонентной фуняды, образуя, при послФдова- 

тельныхь степенахь (съ цфлымя показателями), 

„... К”... › К-®, К-Ь К® паи 1, КЪ К»... К", , 

чнела К, большаго единицы, различных значеня безорерывной фунеци 
у=/( =), идущей оть нуля 5$ со; это позволяеть построить, еели нзать 

эти значеня для ордвиать, кривую, безпрестанно подвимающуюен, на- 
зываеную лориомической и заключающуюся между предфаами у==0 п 
У=02, когда вбецисева возрастаеть 015 д==—с0 до 2==--00, Ддн 

того, зтобы эти степени у => К”, каждая изъ воторыхь есть произне- 

дее предшествовавщей ва К, увеличивались тодько повемногу, надо 

В 1 
взать эт0 число К едва ббльщинъ еднивцы, т.-е. въ формв 1+; 

кд т означаеть напр. 9и6л0 ЦЁфлое, положительное и очень боль- 
шое. Затмъ, откладывая другъ около друга и выше оси 2’овъ поелё- 

ховательныя, такимъ образомь получаешыя, ординаты крязой, мы при- 
вуждевы буденъ по свойству безпрерывности, откладывать ваздую взъ 
вихь очень близко огь предмествующей и, сл®довательно, брать абс- 
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Циссу 2 равной не показателю п, элементарвое иля возкожно наименьшее 
увеличене которато есть 1, & числу, нъ м разъ большему дробя еди- 

вацы длины, дроби, которая будеть представлять такимъ образожъ еди- 

ницу показателя. Но естественно — выбрать для этой самой дроби 
1 

дробь ян’ Которая, приложениая къ единяцв, давала бы число К в 

служила бы осповашемь для зсего вычнелев!я, Отсюда янфемъ съ одной 
" 

сторовы у = (+=) ‚ а съ друтой сторояы 
з 
— ив вх п, 
т 

слфдовательно, замбняя я, получииъ 

‚-у-е+УТ 
уч 

Кром$ того нревышене Му какой-нибудь ордннаты ((=;) ” надъ 

предшествующей =(+;) ›и разность Де между двумя соотвёт- 

вт я 
‚т 1 #, будуть ствующамя абециссами 

м Удине лу ( 1) т 4х Ро откуда р #. 

Таквиъ образомъ, отношене элементарнаго унеляченя фунвши къ уве- 

лачев!ю перемфинаго постоянно равняется настолшей величия функ. 

Но, если правять, уменьшая зе бозфе и болёе интервазь орди- 

. 1\" 
натъ, что # неовредфленно увеличивается, то выражене й +; будеть 

стремиться, какъ это видфли (стр. 88), КЪ числу е. Въ предёлё полу- 
чится выражение 6”, какъ искомая безпрерывная фузктя. Въ кривой, 
которая ее предстаралеть, увелячеше №, получаеное ординотой у пра 
всякомъ очень махомь увеличен № абециесы, будеть составляться изъ 
числа, крайне большого, элементарныхь разностей Ду, омфющихь съ ава- 
дотвзными увеличенями Дх абециесы отношене у, очень мало разня- 

шевея, при всфхь значеняхь, отф ординаты 6”, относящейся въ пер- 

вой изъ этихь абецисеь; а слёдовательно, но теоремв стр. 11, сумма # 

этихь значенй Ду съ суммой й соотвтствующихь значений 442 будетъ 
иыфтЬ ОТО Е, опять замтно равное е” ила, скорфе, менфе н мене 

отличающеейя оть г”, гели будемь брать все болёе и бохбе слабой 

абсолютную величину №. Такаиъ сбразомь, иромзводная экепонентной 

функ г” равна саной фуикщи 2”. 
„. 

Впроченъ это уже было извфетно при функщи у = (. - =) ‚ взя- 

708 е5 т, раввымь очевь большому числу, и предполагаемой безире- 
рывной отв сложешя не иблыхь показателей тт, дфйстввтельно, если 
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увеличить х очень малымъ количествомь # и пря этомъ, если № 060- 
прений 

значлеть соотвётетвующее увеличен!е, ( 1 =) -_ ( + 

ЛЬ 
или прилвгая въ (. +) формулу (3) 

У@-+вана— = +2). 

.й 
Таким образомт, отношен!в р 7-е. слфдовательно производная фунв- 

щи у ныбеть ведь у(1 г); & это и надо быхо узнать, 

Фувкия @ по формул (4) (стр. 38) есть предьль выражен!х 

( + =) ‚ алгебраическато, если очень большое я будеть сонзиВрино. 

Но ны можемъ придать з’у похожительное цёдое значеше, чтобы вы- 

ражене было простымъ поланомомъ, в извфетная формула бинома 

Ньютона дасть для этого полинома, расположеннего по восходящинъ 
степенамъ ``, 

(1-5) 13 

Но, если, увелячивая неопредФленно т, станемь разсматривать въ 
третьей части членъ, очень большой по порядку, но меподгижный, напр. 

+--1-ый со вом ему предшествующими, то замфтимъ, что ихъ сумма, 
будеть стремиться къ 

+ 
ТаКЪ БАЕЪ ИХЪ множители 1 — 1, 1—2. ...Т— ут, ВЪ равена- 

т т эт 

триваемомъ числ будуть равнаться въ пред®ль единиц%. Но это бухеть 

справедливо для чясля членовъ, неопредфненно увеличивающагося съ 7%. 
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Что ваевется до прочихъ, бодфе и болёе удаленныхь, гдф азвфетные изъ 
в 

этнхь множителей, вакъ "в ‚ будуть оставаться зашфтно менв- 

шими еданицы, членовъ, очеводно меньших но абоолютной величин®, 

. ха 27 
ЧВыъ аналогичные члены въ серн 1-- тНтя уаз —-. № въ 

сума будеть стренвться къ нулю, если созокупаая абеолютцая велу- 

чииа членовъ, достаточяо удаленныхь также, этой послЁдвей серн тоже 

стремитея въ пулю. Бо здЪсь это такъ; дЬйствительно, въ выражени 

отношене (в - 2)-вого члена къ (в-- 1)-ному равно Ра и стремятся 

къ нулю, когда » увеличивается безпредвльно. Олёдовательно, по очень 

простому признаку схоллмости (стр. 5}, разсматриваемая серя имфетъ 

ховечное значеше, хепо опредфленвое, каково бы нн было х между — © 

и <. Формула (12) тогда сдфлаетея, если перейти въ проду и за- 

иЁнить черезъ в”, 

=” 

аа 
2 . ИЕ: 

(13) ау: +. 

Эта же транецендентлая фунеци ©”, разложениая въ сершю, составляетъ, 
хакъ кы видфли, предфльвую форму цЪой алгебраяческой функция, или 

простого полвнома, Бром того им знаем», что эта серя имфеть для 

своей ироизводпой разную себ сер. 

Форнула (13) при 2==1, даеть значевю чвела е въ очень сходя- 

мейся форм 
1 

= 1.2.8, п 

Отсюда, вычнеливъ вторую часть, получимъ е==2,7182818 Разльч- 

ныя степени этого чнела очевидно могуть сдфлаться какъ умодно пе- 
лики, когда ихъ показатель положителенъ и увеличивается, и столь же 
малы илв, по крайней м®рё, очень близкя въ вулю, когда ихф нока- 

затель отрицателень и умевъшается 40 — со; поотому принимая дроб- 
ные иохазатели степени, оф образують безпрерывно уведичиваюнийся 

оть 0 КЪ со рядъ, когда перемфнное увеличивается оть — со до <>, 

Очевидно, эта формула можеть служить для вычислея таблины этого 
рада значенй, таблицы, гдз можпо вайти наобороть, лишь бы она 

была достаточно полна, самое зкачене х’а, соотвВтствующее желаезому 

положительному значению у==е’. Эта фунащя 2, обратная уе”, ко- 

торую вазывають доюриомической фупкщей влв, чаще, лозариемомь ея 

перенъниео у, пишется поэтому черезъ ву. Она, очезидно, увеличв- 
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вается, какь и 6", отъ — с до 00; но ея перемённое, е” нии у, 
вар!ируеть только оть нуля до -- оо, образуя разсматриваемую фувк- 

ш4ю х отрицачельной, когда фувкшя и перекфнное меньше еданяцы, и 

положительной, когда она превосходять единицу. Далфе увидимь, что, 

чтобы вычислить различных значения су, употребляють премъ, бол%е - 

скорый, чВыъ образоваве и употреблеве таблицы эксполентной фунв- 

ци, Но все же иёть общей простой формулы, аналогичной сер 468). 

Вее, что можно едфлать въ этомь отношени, чтобы представить ее, 
какЪ предёжъ злгебраической функц не только цфной (вакъ для ов”), 

но и пропорюнальной, это — рать по отношению кл 2”у уравнеше (13), 

которое приметь видъ, кавъ мы видфли, 

(. + =) е-э==у(1- а), 

1 и 
если & есть количество, стремящееся съ т ЕЪ нулю. Но извлечеше ягаго 

корня изъ иервой и третьей части, если приложить формулу (3) [стр. 36], 
1 

чтобы сократить выражене (1 -+- 5)", в если назвать черезъ в, вовое, 

очень малое и замЪтио равное #, количество, — даеть 

ау +) 

®_ 
д или щут(уу— +, Уз, 

1 

отоюда 

и звотавляя неопредфленно увевичиваться из, 

(4) ву т (Уу—1) при тео. 

Проазводная этой обратной функщя 2==1еу будеть равняться по 
правилу № 14 (стр. 39), чаетному оть дёлешя едилицы на производную 
прякой фупвщи у=е”, т.-в. на у’-=е” = у. Таким образомъ, яроиз- 

водная доприомической функиёи 2-16 у есть просто обратное я 

ережьниало. 

Глазное свойство логариеховь зытехаеть изъ того, что они пред- 

ставхяють пронорщонально пзлые похазатели (+; которые скла- 

дываются, когда умпожають соотвВтетвуюнуия степеан, выражаюнияея 

{въ предёлВ или при т == со) какими-либо положительными числали; 
свойство ЭТО СостОЕть В% томъ, ЧТО лозариомь произведеня равень сумнт 

зо@риеноть ещ множителей. ИзеЪестно, вакъ многочисленны случви 
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зычиелешя, иначе почти ненсполнимые, но дёлающеся дегкими при 
употреблени логарнемическахь таблюцъ небольшого ряда ц®лыхъ чисель. 
Но извфетне также, что эти вычислешн при употреблен:и десятячной 

системы нумерашя‘ становятся еще болфе удобными, еель напнеать 

въ таблюцахь противъ тасель и на мБотв соотвфлетаующихь значен!й 

лотарномической функщи ихъ отлошешя кф логариому, 2,30259 съ и#- 
которой ошибеой, основанйя 10, которое даеть систем (при помощи ея 
степеней съ цфлыми показателями} всё необходимыя большия и мялыя 

единицы. Точно такъ же замВняютъ логариемы количествами, которыя, 

будучи пронорщональны къ логариемамь, пользуются еще свойствомъ 
комбинироваться въ вид® сложеншя при образования произведеня; въ 

то же время самое простое изъ этвхь количеств, когущихь быть взя- 
тыми здсь, 1, соотвётетвуеть 10, основанию системы: зам чательное 
вренмущество, потому что отсюда слёдуетъ, что перестановка десятач- 
ной запятой въ числф, равнозначутя умножевю на стенень 10-ти, про- 

изводять из соотвтетвенвое количество его логариема только то, что 
изивняется дфлая часть. Эти количества называются деслиичными доа- 
рионани; собственно же называемые логарявмы, значеня хогарнеми- 

ческой фунвщи, которыя равняются ихъ произведенямъ на 1010 == 

— 2,30259, называются натуральными или Ненеровыми. 
`Вообще, взявъ @ за какое-л8бо положительное число, называют 

доармонами, имъющими осмоване а, частныя отъ дЗлеша натурэльныхь 

логариемовь, ту, раздичвыхь чисехь у на натуральный логарнехь а. 
Завкъ 5 прибавляется для обозначеня этихъ частвныхъ; по, чтобы избф- 

жать воякихь недоразунв ШИ, я буду выражать ихъ хной формулой 1 

и буду писать нь обозналая такижь образомъ черезв и функцию 

у’а, которую они предетавдяють. Впрочемъ, въ этомь вурсв они ни- 

когда уже боле не встрётятся; въ механик» же и физакв вотрётятся 

только логариемы, имфюне основан! е, т,-е. Неперовы. Эти лотариомы, 

пифюн Це какое-либо оеноваше, могутъь также быть напасаны черезъ 

т 

Ша 
фигурируеть, вакЪ множитель, и® который надо, для получен нскомыхъ 

логариемовъ, множоть натуральныя лотарпечы, называется модулежь; 

1ру. Обратвое натурвльнато догариена основа, которое эдёсь 

онъ равень 2.30959 0.484294... въ случяв десятичныхь яогарпеховъ. 

Тажь такъ производная произяедешя на 15 у получается отъ умно- 

; 1 жешя постолниаго мпожителя на пропзводвую „другого знодчзеля ву 

(= веть а то ясно, 910 ироизводная зоариона перемюн- 
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нало равна обратному числу нроизведетя отоло перемьниоло на Неперовь 
лоариена основаня. 

у Изь равенства #= ба пли буги а в изъ того, что 15 у озиа- 

чаеть показатель, съ числомъ е котораго надо дёйствовать для полу- 
чешя у, `— получается: 

у—анжа — (оч) 

и наконець, такъ какъ в выражаеть @, 

у= 

: Н 
Таквыъ образожъь у==а“ есть обратное фувещи и и Ее назы- 

ВАЮТФ окспонентной, импющей основашме а. Ен производная будетъ 

1 м поэтому обратнымъ производной Ува отъ и и будеть Ува или а“ 5 а. 

Итакь, онсионентное количество а“, \дъь показатель взять, какь 

независимое перемъниое, импеть дая производной произведензе своезо 

вобствениеио значекя на Немеровь лоёриомь основанёя в. Ясно, что въ 

частном случав а-=е, гАВ фувиши обращается въ е* произножная сдЁ- 
дается вполн равной функц, ибо ве == 1. 

Чтобы обратвть экспонентиое количество а“ или 2* 38° въ преды- 

дуцую верю, составленную по восходящимь схепенямь буквы м, оче- 
видно доетаточно замфнить х, въ формул (18) &”, звазещемь ива 
показатели е. 

17. — Обозначене и производная круговыхъ фувищй, 

Представямь, что окружность радууса 1 (#5.9), отнесенная въ си- 

стезЪ двухь пряхоуголъныхъ осей, начало которыхь вомфщено въ центр, 
неопредфленно пробфгается движущейся точкой М, смотря по смыслу 

оть Ох къ Оу въ прамомъ угл 2Оу или отъ Оу къ Ох вн этого угла, 

и что кромф того дуга, изображенная черезь их — АМ, считается, из- 

чина съ момента, въ который точка 1/ находвлась въ М на положи- 

тельной части осп 2-овъ, положительно для послблующихь эпохь, & 
отрецательно для предыхущихь: извфетно, что абецисса 2 — ОРи орди- 

пата у-=РМ движущейся точви, въ какой-нибудь моменть, будуть 

соотявтственно вазываться косинусомъь и синуеемь дугн и. Другими 

словами, дв8 функщи е05и н ы суть т8 величины, воторыя изобра- 
жають дв координаты, когда въ разсматриваемомъ врут ражуса 1, 
беруть дугу за независимое перемВнное, какъ это видёли въ № 15 ври 

всякой врярвой. т 
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Изъ этого слВлуеть нвеколько замчанй; 

1) ЗамВтныь, что съ одной стороны, симметрячный по отношенйо 
къ Ох точки окружности нивютъ одну и ту же абещиссу 2, а ординаты у 

равных, но съ обратнымъ знакокз; у 
а съ другой стороны, оти точен 

получаются оть движущейся точви 
въ тВ моменты, когда дуга и иметь 

чакже равныя значешя, но съ обрат- 
ными знаками, поэтому мы увидимъ, 
что пря изизнеши дугой пли пере- 

ифнвымь и знаваея, зтиз измёнаеть 

свой ЗЕаБЪ, тогда КАБЪ 60515 
оствется тВиъ же. Въ воху эпаломя 

31из'а съ степенями величины и, 
нывющими нечетныхь показателей, 

и созаоз’а съ степенямя и, имфю- 

щими четныхь показалелей, говорятъ, 

что косинуеь есть четная функия 
дуги, & синусь нечетная функция. 

2) ДВ спмметричныя точки во отношению Оу, яли имфющя одну 
и туже ординату у, но абециссы 2, равныя и протявопохожныя по знаку, 
подучаются отъ движущейся точки въ ТБ два момента, когда луга # 

при одной лежнть въ хвадрануиь дв" 5, 

вн его на одномъ и томь же разстояйш ВМ, которое я навову че- 

резь т, оть Оу. Поэтому, каково бы ни было о, им%енъ 

л \ „(я х д 
т —#} т +»), со) = в + . 

ях я 
что выражается словами: когда двё дуги аа? вь допозни- 

& при кругой ложить 

тезьныя друтъ для друга дуги или внёють въ алгобраической сумы 
полуокружноеть л, то яхъ зшиз’ы равны, в ихъ созриз’ы равны и 

противоположны по знаву. * 

8) Волк разъ, какъ дуга увеличивается на полуовружноеть л, 

косинуеъ и синуеъ ея иЪияють только свои знаки, потому что точка 47 

переносятся на другой вонещь своего Маметра; слёдовательно изъ 

двухъ предшеетвующихь форнуль жожно заключить, что 

(ш =) зо =) 608 =) 605 5+) эие—; вЬ "—= =}. 
у 2} \° 5] 2 2 

если мы нопомвиь, что чаиз есть нечетная фувещя, а созиз четназ. 

4) Дэ» функщи, $103 и 605108, едфлаютен одннавовыми, когда 
дуга или путь, проходвмый движущейся точкой 31, изыфнитея на цфлую 

А. п. ВЕНАШЕВА, 4 
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окружность 2л (т.-е. вотда мобиль вернется вЪ свое прежнее положе- 
1). Это выражается словами; фунищи этиз и созниз яерюдичны и 
зхь #6р50дь = 2п. 

5) Наконець, если взять у для абециесъь и < для ординать, счн- 

тая, сдёдовалельно, дуги, который я буду называть черезъ с, начиная 
съ точки В, лежащей на осн уовъ, и положнтельно въ ваправлени 
оть Оу КЪ Ох, то мы будежь пыфть очевидио, по случаю сходства 

формы ни симметри окружности по отношеню ко везыь аметранъ, 

2 или 005# = 510, у ИЛИ ЗШы == 608%. 

А каждая точка ЛГ, вронф тото, будеть принадлежащей мобиаю въ то 
игновеше, когда новая луга о == ВМ, будучи приложена къ дуг пред- 

изествующаго случая АМ-=и, будеть давать поетоянную сумму, вва- 

дранть А, таБъ кажь точка, проходимая мобилемь ранфе хругой при 
первомъ способ образованя дуги, будеть пробфгатьея имъ послВ нея 

яря втором; оть этого происходигь то, что ея разстояне до этой 
другой точки (изыфряемое вдоль круга) въ посяфднемъ случа прикла-. 

дывается длн образован я значеня +, соотвётетвующато этому 'разетоя- 
ню, и вычитается въ первоиъ дин образованя соотвётствующего зиз- 

чевя м, & поэтому въ сумив и--о не происходить нпекакого измбненыя. 

Бром$ того имфенъ в л — и; & два равенства с05 и ШП, 03 = Пи 
2 

доказываютъ, что дв дополнительныя дуги, или инзюшия въ сумм} чет- 

я В : О 
верть окружности 5 ныВють свой созшиз равнымь зшизу другой. 

Это послфднее свойство, которое, будучи прибавлено къ иредыду- 
щимъ, позволяеть навиеать 

я п - | . . я 
609 м =зш | — — = = -— = и е ) Е +), зи воз (= ) Е +). 

Н 

— 

Ре. 10. 

воБазываеть, что хаф функди, 515 и со5лиз, просто двё разлячныхь 

формы одной н хой же функшя. Если эта фувкщая, разематриваемая 

кавъ основная, есть напр. 5шиз, то достаточно раземотр®ть при зна- 
. х 

зенш его перемфинаго, превыщающимь =, одну данную дугу и тогда 
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будемь имфть с0$0з этой дуги. Обыкновенно для представленя этой 

фучвщи беруть синусоиду ЖГ, кривую, уравнеше которой съ дугами м 
предшествующей окружности дя абецисеь и ихъ синусами дхя орди- 
ШатЬ 2, веть 2 => 5, и посл довательныя дуги которой СДЕ, ЕРС,..., 

всв равных между собой и сниметричныя по отношеню къ ихъ макои- 

мальной ординат 2’Р, Е’Е,..., но альтернативно расположенных выше 
я ноже оеи абсцяссь, изфють для своего освованм СЁ ила ЕС раз- 

верпутую полуокружноств л п для 68098 высоты, )’Л, Е'Е,..., вя рв- 
мусь 1. Быть можеть, будетъь болёе естественно разсматривать, какъ 

основную, функдню — созфаз (велфдетые чего пришлось бы провести 

9сь ординатъ 0’2’ черезъ вершину Г) верхней дуги, а не черезъ ея пер- 
вую оконечность (С); дЬйствительно, формулы, въ которыкъ могуть 
фигуряровать либо созНиз’ы либо зшиз’ы, и наобороть, очень часто 
пранинають очень простую фориу, когда даютъ предпочтене косинувамъ. 

Наковець, всегда въ кру’ф АМВ (0. 9) отклонеще, аи аи, 

прамой хина, соединяющей дезтрь О и подвижный конець № дуги 

АМ=и, веть друган зам чательная круговая функщя нечетная, хазъ 

303, называемая наженсомь дуги и. Тантенсь образуется перпевди- 
куляромъ, возстановленнымт, въ неподвижной точк$ А до пересфченя 

съ продолжещемтъ разсматриваеной нряной хан ОМ или МО, я счи- 

тается положительно или отрицательно, емотря по тому, на вакой сто- 
ронё у’овь онъ лежать; онъ предетавляеть, какъ иззфстно, эту третью 

й зто . п 
круговую функцию. А тангенеъ, со’ АОПолненя 9 == оч жути в, ила 

; 603 и 
другищи словами отвошеше —-_., обратное предыдущему, соотазллеть 

четвертую функщрю и вазываетея котанченсомь дуги и. Эти двЪ новых 

круговыхъ фувкщя отличаются отъ двухъ первыхъ, синуса и косянуса: 

1) въ томъ сныслв, что, представляя ихь отношешя, он остаются 

одинаковыми, когда увеличеше л, преложенное жъ дуг®, изчбвяеть 

знаки синуса и косннуса, такъ что ихъ перодф есть я, а не 0л; 2) и 
что уничтожеше лхъ знаменателей с03и или «ты, при значевахь дури, 

х 
разныхь кратнымь печетнымь или четнымь >, заставяяеть ихъ, черезь 

вавдые л, переходить въ безконечность съ измёненщему знака, такъ что 

он посл довательно переходять вею скалу зелячинъ оть — <> до со, 

тогда какъ синусь и косинусь никогда не перестают быть въ предё- 

лахъь оть —1 40 --1 своихь волебанй, 

Найдемъ теперь производныя этихь четырехь функц. Чтобы им$ть 
производный слауса и косинус, уведичимь дугу АГ == (стр. 49) очень 

малымъ колячествомъ Ди-=аге ЛГЗГ, отношене которой къ ея хордё ЛЕМ 

бухлеть по теорем, объясненной въ №5, 1-+-=, если г обозначаеть ко- 

‚лизество, стремащееея къ нулю выбстб съ Ди; сраваимъ пра эточь 
4* 
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увеличен и = (1-- )СИМ”) соотвьЬтетвующее увеличен! Лу синуса, 
т,-е. по абсолютной величин разность Р’М’— РМ = ОМ’, точно 
тавъ же, какъ и увеличеше 42 коеннуса иди, овять по збеолютной ве- 

личинв, разность ОР— ОР’-- Р’Р-=©М. Тогда ныфемъ (по абеолют- 
ной велачин$) 

= Ави _ 1 ОМ’ 46038 1 ом 
5) ди те ММ" и ТЕ МЫ" 

Но прямоугольный треугожьникь ОММ” даеть по извзетному свойству 

й 
3% == со 9 М’, 9 — зто ММ. 

Поэтому, острый уголь ОММ’, который имфетъ сторону @М” перневди- 

кулярно ЕЪ сторонЪ 0.4 угла АОЗ ==, стремвеся имфть свою другую 
сторону ГЛ’ перпевдикулярно хъ другой ОМ того же угла АОМ, такъ 
вавъ разнобедреиный треугольникт МОМ” имбеть уголь О, который 
двлаетея все мевфе и менфе по мёрё уменьшещя ММ’, & уголь М— 
въ оспованш, который, будучи половиной дополнев!я угла при вершин, 

неопредфленно приближается въ прямому углу: 9М’/И отличается как 

угодно мало оть остраго, какъ и оть угла, сторопы котораго будуть 

перпенликуларамя къ сторонамь треугольника „ЁОЛГ. Поэтому, этоть 

острый уголь, въ которому стремится О3/”АЛ/, имфеть съ тёив же зна- 

камин такой же синуеъ ч восннусъ, какъ ЛОМ пли дуга и; дАйетви- 

тельно, каковы бы кн были зчакъ и величина и, косннусь и синус и 
будуть двумя координатами точки №, т.-е., по абоелютной величинВ, 

восинусомъь и синусомь угла АОМ, разематриваемаго, какъ положи- 

тельный п меньшй двухь прамыхь, угла, который тогда дфлаотся пли 

равяымь илв дополнительнымь того, стороны воторао суть нормали 
къ его собственныхь и который амфеть также синусв и косинуеь, во 

абсолютной величинф, равные сивусу и восинусу его самого. Кромв 

. 0 ом Азшн _ 4605 и 
того отношевя тт, И у и, слфдовательно, по (15}, -- Ди Ди 

стрематея, исключая, быть можеть, знаковъ, къ соотвфтствующихь пре- 

дВламь с03ы п Зы. Но фигура 9 показываеть, что синуеъ увеличи- 

вается пля что Аз выфеть знаЕЪ и веав разъ, вакъ точка Л, 

10 отвошенню въ осн у’овь, лежить на сторон положительныхь х’озъ, 

т.-е., когда в0$и положителень, и что 45 наобороть, отрацателеть 

ва сторои$ отряцательныхь 2'08%, ТД с05и<0. Такимъ образомъ отис- 

Ави 

био 
жается въ с03 и. Что касвется до заршровавя 4 сози восинуса, то фи- 
гура показываетъ, что сн отрицательны выше оеи 2'0в%, гд8 эти — 

положителенъ, положительны ниже, тд зи отрицателенъ: одвимъ ело- 

пене выфеть тотъ же зпакъ, что и 603м и въ предфлё обра- 
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вомъ, знакъ ихъ протавоположень знаву ши; такъ какъ отлошене 

4 в05и ; В 
бы двлается зъ предёзф + пи или — Эти, то это можеть быть 

только — ЗШи. Итавъ: хозда душ есть незавиеимов перевинное, то 
синусь имъеть для производной косинусь, а косинусь — для производной 
еинусг в> обратнымь знакомь. 

Соотпошене (9) [етр. 41], существующее для всякой кривой, отне- 

сенной къ систем® прямоугольныхь осей, между производными трехъ 

хоординать, вырашаюшщихея въ вад% фуншый дуги, — обратитса въ 

У--2?=.1, когда кривая расположена въ плоскости лу. Но это — 
случай нашего круга, прехставленнаго (и есть дуга) двумя уравнениями 

д = 603 и, у==зши. Тавъ вакъ въ результат х’— — эши, у’ == 603 и, то 

эта формула у?” -=1 даеть между восинусонь и свяусомь вакого- 
нибудь перемфннаго м основное соотнотене 

416) 605? и -- 5 и == 1. 

Варочемъ, это неносродственно выводится изъ уравневя круга, въ силу 

чего ввалрать, (ОР)? -- (РМ) или = уз, радуеа ОМ (стр. 49) есть 

постоянная величина п равна едивяц%. 

Взавъ телерь, по правилу № 11 [етр, 83, вторая формула (2)], про- 

„ Зи  603и изводных двухъ дробей ис, получамъ для соотвётетвенныхь 
605# Эри 

производныхь 

1 

зи 

Такимъ образомь: иропзводная тазенса равна обратному квадрата 
хосинуса, а производная котанленеа — обратному, вь перемъннымь зна- 

хомь, квадрата синуга. 

Видно, что каждая изъ этихъ двухъ функ имфетъ слою производ- 

ную веегда съ ТВиъ же сачымъ знакомъ: кромВ того, коглв ихъ перемфе- 
вое увеличивается, то одна постоянно увеличивается, другая ностоннно 
умевьшается, зезд, гдБ онф зарирують постепенно. ДЪйствятельно, 
зъ каждый промежутокъ л, въ который безпрерывныя варарованыя, 

зы 608 м 
КАБЪ тавгенса „.,., ТАЕЪ и котаЛРоПсВ “., Пронеходять ненду 7 05 

и с, эти варированя всегда охного п того же смысла. Обратный 

переходь оть Е ос вЪ --сс проясходать рёзвимъ скачкомь, евоботвен- 
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нымъ дробямъ, знаменатель которыхъ уничтожается: это пронсходить 

между конпомъ одного интервала и началом сл®дующаго ВЪ то мгно- 

зене, когда не существуеть уже безпрерывности функция и поэтому ея 
производной. 

Наконещь круговымь или нрямымь тригонбметричесвимь функщинъ 

Язи, .8=008и, = щи, д=еки, 

соотвётетвують, конечно, обратных, гдЪ дуга и разоматривается как 
зависимое отЪ в, т.-е. оть ея зтиз’а, или со5тиз’а, или {атселз’а, вле 

со:аткенз’а. Ихъ вазывають обратными криовыми фуннияни п выра- 
жають посредствомъ ато п, аг6005, ате{е, аге сх связывая их ©Ъ од- 
нинъ и ТВИЪ же выраженюмь перемвннаго, которое здфеь есть 2, и 

говоря: дуга, которая имъеть своимь синусомь 2, или дуза, которая 

имъеть своимь косинусомь д, вв. 

Обратно тому, что было при логариемической функц, оп не бы- 
зають вполвв опредфленны; дЪйствительно, напр. оданъ и тоть же хап- 

ный санусъ можеть быть синусомъ безчислениаго множества различныхь 
дутъ. Поэтому, при употребдени ихъ, надо опредфлять кавимъ-либо под- 
ходнщимь условемъ моде, т.-е. интерваль, въ котороиъ онф помЪщены, 

выбирая для иредфловь этого интервала дв дуги, отстояпуя другъ 

оть друга на л, таМя, чтобы при вараши и отъ одной къ другой нере- 

мфиное 2 либо увеличивалось постоанво, либо уменьшалось ностоянно, 

но тавъ, чтобы никогда ве проходило двухъ разъ черезъ одно и то же 
звачеше и, сяфдовательно, не давало двухъ значенй м при одномь 2. 

Итавъ, если 2 есть $пиз, то надо двигать вокець ЛМ дуги и== АМ 
(стр. 49) только съ одной стороны у’овъ, именно со стороны положи- 
тельныхь 2’овъ, когда хотятъ, чтобы и увеличивалась съ увеличешемъ 

своего сияуса 2, и со стороны отрицательныхь х‘овъ, когда дуга м 
дошжва наобороть уменьшаться во время увеличеня своего сннуся. 

= 
Обыкновенное, выбирають дугу между предфлами Е вл самую ма- 

ую по абсолютной неличин изъ вефхъ тёхъ, которые имфют% одияъ 
я я 

в тогь же епнуел, п ы увеличивяется такимь образонь отъ — 5 55 

въ то времн, кавъ ея сннусъ вартруеть отъ — 1 до 1. Тангеноь той же 

. дол 
самой дуги на разстояв и оть —5 => з нробфгаеть всю лЬстницу ве- 

лазинь отъ — со 5Ъ -Н 0. При агс сои беруть конель № дуги 
АМр— и либо ‘на положительной схоровз Уовъ или выше оси 2‘овъ, 
когд& и должно варнровать въ обратнонь смыслё своего восинуса 2, 
днбо нв сторонВ отрацательныхь у’овъ ниже оси 2’ов, когда м должно 

заруировать въ одном и томъ же смыслё съ своимь косинусомъ: чаще 
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всего м предполагается дополнешемь дуги, взатой между предвлами 
л 

25 н ныфющей 2 — 605 в свопы слнусомь; оть этого м уменышается 

оть л до нуля, когда ея косинусь 2 узеличивается оть —1 до 1. Точно 

005 м 
такъ же агссоепрепз уменьшается отъ л до нуля, когда вя == ти 

увеличивается оть — со къ -Н оо. 

По правилу № 14 (стр. 39) и цомня, что производными оть зач, 

—1 
в03и, Щи, Ищи суть 603, —ЗШи, —- зайдемъ, что про- 

соты? Ни’ ПА ИАОМЪ, ЧТО Пр 
ВЗВОДВЫЯ == 876 ЗА, & == гб 608 2, и == аго и, и == 816 610.2 вЫыразнтся 

соотатетвенно черезъ , 
<03# 

тдф радикашь долженъ быть взять положительный, если дуга и завлючена, 
х 

между 5 и, слВдовательно, с0зы иоложителень. Точно такъ же, про- 

изводван оть и =: те с0з2 будеть 

о —1 
Зи  уеми у 

тдф радпкаль долженъ быть взять опять половятельный, вакъ и при зи, 

еслв дуга и завлючена между 0 я л. Что васается хо произвохныхь, 

605 и и — 5? и, оть и--аго ше И ОТЪ и — ато Ира, то, если выразить 

1—2 

ши с05# Зы на" = — 0058 20 (16} с05? м и пи въ лид фунвдЕ пси созы щи Эти’ 

найлень, что ояф едфлаются 1 —1 те. Тов 
ы й Тон’ Трон’ т 

—1 
а’ Ебян еще прабавить эти резудьтаты въ производной : обратной 

трансцендентной фумкойн 162, разсмотрвиной въ предыдущемъ номер, 
то можно будеть сказать, что обритныя трансцендентныя функщёи 16, 
эго 31}2, атс 0082, атовя м агссве имьють соотазытственно яроизнод- 

: В 1 1 
зыми амебувическуя функийие 1, = —- 

# У 
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22*. — Гиперболичеек!я функщи р у 

(болве полно разработано въ части В), 

Здвеь намъ достаточно сказать, что ояф называются зиенейболиче- 

скимь коеннусомь, зиперболическимь сынусомь, зиперболическимь танен- 

сомь перем ннаго х, к что ов выражаются соотвфтетвенно черезь 
= 

е0звж, Эша, балеВ + или черезъ : {2-е °, $ (#—*®), рае 

вах изъ нихь — четно, какъ соза, а друя двф нечетны, какъ зп 

н 6. ОнЗ представляють большую аналитическую эналог{ю съ этныя 

круговыми функщями, хотя рость ихъ совершенно иной, такъ хавъ онё 

безпрерывно возрастають, оть л==0 до и-==о0, выфето того, чтобы 

быть перодичиыми. 



ГЛАВА Ш. 

Предметь и методъ анализа безнонечно-малыхъ; раздьлеще его 

на дифференщальное и интегральное исчислене. 

25. — Преднетъ анализа безконечно-малыхъ, Безконечно -малыя. 

Теперь, нослФ того, какъ мы получили полное вредставлеше о 
функщихь, познзкочивинсь съ самыми простыми изъ нихь, мы моженъ 
опредёдить анализь безконечно-малыхь, 

Цёль этого отдёль науки завлючеется въ разсмотрёв безпрерыв- 

ныхь фунешй, инфющихь постеленных варшронавя, въ раземотрани, 
раздфляющемен нь изысканя ихъ главныхь свойствъ и способовъ, но- 

средствомь которыхъ можно прослёхать ихъ движене или пыразить ихъ 
разлачных состоя, и н& исчислене ихъ зазченй но условаиь, ко- 
торыя опредфляють ихь въ каждощъ случа. Можно понать вею важ- 

ность подобнаго заннти, захфтавъ, что везяф вое язувняется нечув- 

стаительныхн оттФяками, безврерывными и неопредёлимыми смёнами. 
и 310 сами эта перезвны, смфляющунся каждое мгновен!е, очень нало 

отличаются другф оть друга; что все однашь словомь, варшруеть 
съ безпрерывностью н постепенностью. Дйствительно, „ирирода не 

дёлаеть свачвовъ" (зафига пой Гасй заб из), вакъ говорвтъ очень дрезная 

величайшая гипотеза, но никто изъ людей не воспользовался тахъ хорошо 
веБиъ ея смысломъ, какъ Лейбницъ, главный основатель въ ХУШ вёкБ 

анализа безвонечно-малыхь. Такимь образомъ, количества, епособныя 

выражать или измёрать преджеты н явленун, суть фуикци, кодверженныя 
завонамъ этого анализа. 

Естественно, чтобы проелёдить безпрерывную фунецю зъ ея ходё, 

издо придавать къ каждому независимому перемённому очень малых 
уваличеня, которыя предполагаются вое меньшими и меньшимл. Фунеця 

тоже получаеть очень малыя, положительных дли отряцательныя, уве- 
личени, которых безиредёльно уменьшаются по абсолютной величин®. 
Кромф того обязательно нахо дфлать такъ, чтобы эти увеличеня стре. 
мнянсь такимь образомь къ нулю, есди ве хотятъ пренебрегать какамъ- 
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лнбо значешемь фувкши, казимь-либо состояень ея хода; таканъ 

образомь въ этом случаВ подражають природф, которая управляеть 
черезъ крайне слабыя зварировашиа, совершенно нечувствительныхя для 
нашего представлен, течешемь времени, свонмъ главнымь везавиеи- 
мымъ перемённымь, и соотвфтствующимь переходомь преджетовъ. 

Тая количества, взятыя очень малыми и стремяшфяся къ нулю, 

называются безконечно-малими. Тавимт образомъ ихъ опред®лаютъ такъ 
не только по ихъ настоящей величин (такъ какъ онн дёйствительно 
ковечны), но и по тому, чВжъ ихь хотВлия бы сдфлать. ДВйствительно, 

ели производять надъ ними извфетныя операщи, то это дВлаетен вовсе 

не дла того, чтобы узнать дёйствительно результаты этихь лЬйстви, 

& для того, чтобы найти то, чВыъ эти результаты дёхаются-въ яредъьль 

или КБ ЕЗБИМЪ значенамь они неопредёленно приближаются по мёрё 
того, какъ разематриваемыя количества свыи приближаются кт нулю, 
единствевному числу, которое, разсматриваеное кахъ. точка отиравлевя 

растущей величины или какъ послёднй членъ уменьшенй убывающей 
величины, доджно, собственно товоря, быть безконечно-малынф: иначе 
говоря, назване количеств безконечно-малыми озиачаеть желане виать 

зполько предълы, въ важимъ стремятся результаты производимыхь нечи-’ 

сленй. 

Исчнеленя, о которыхь идеть рёчь, кромВ того имбють тоть 

интересь, что предфлы нхь результатовъ есть вли, по крайней хёрЪ, 
могуть быть конечными, опродфлевннымв и способлыми представлять, 
въ виду безконечно-разнообразныхь значе, также безконечное разно- 

образе явленй, выражать которыя оня в предназначены, безь этого же 

`разсмотрёше пхъ не представляло бы нстаннаго и важнаго отдфла рад1о- 
чальнаго знашя, Различають два рода этихъ исчиелен!; дёйствательво 

существують два способа операпйй, епособныхь привести къ конечнымъ 

результатамь, которыии можно воснользоваться только въ предъят и 
которыми можно воспользоватьея отдлльно, когда производять эти дВй- 

стйя надъ неопредфленно уменьшающемнся количествами. Эта дЪйствя 

состоять въ тоиъ, что или беруть отношен:е двухъ безконечно-малыхь, 
или беруть сумму безконечнаго рада безконечно-малыхь, т.-е. все боле 

и болфе увеличивающегося числа все боле н болфе уменьшающахся 

волнчествь. Въ первомъ случа, отношение остазется конечнымь, даже 

въ предфх®, если два члена одновременно уменьшаются, никогда не 
переставая быть подобными одинъ другому, какъ это я было раньше 

У нась во вефхь исчеслешяхь производныхь функшИ, Сумма, во второмъ 
случа, можеть также стремиться ЕЪ конечному предфлу, если чиело 

складываемыхь количествь дфлаетсн т®ыь больше, чёмъ каждое изъ 

этихь количествь дёляется меньше; мы и видёля въ примфрахъ, 96о- 

бенно когда мы доказывали, что отношеве двухъ одноврененныхь в 
хонечныхь увеличен! функщЙ и еа перемфннаго равнаетея проиявохной, 

ззатой при промежуточномъ значента этого зеренфннаго, 
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26. — Общее правило исчиеленя безконечио-малыхъ. 

Анализъ безконечно-мвлыхь лфлается, вообще, гораздо проше, чёиъ 

анализь конечныхь золичествь, велёдетве слёдующаго правела: 

При всякомъ исчислении безконечно-малое можеть быть замънено 

веякимь друимь, ииьющимь съ нимь отношеняе, стремящееся къ единиц. 

Докажемь на обонхь елучаяхь иечаслешя этотъ привцииъ, который 

уже ирилаталея намп нФекольно разъ (стр. 40 я 51), когда выфето дуги, 

которан уменьшалась до вуля, чы брали ея хорду. 

1) Исчисленае отнощеня. 

Назовемь черезь хи @, два безконечио-малыхь, т.-е. два малыхь 

количества, которыя стрематся въ нулю и отношене которыхкъ стренатея 

Ъ предфлу, который одинъ только и вужно вычислить, Предположамь, 

что два другихь безконечно-чалыхь, @ и [., отличаются оть е на,, 
но такимъ образомь, что ихъ соотв ®тетненвыя отнощеня въ а ча, 

стрешияся въ еднвицв. Я ‘утверждаю, что можно будеть замвнить отво- 

: в а 
пешемъ -;- отношение а” не’ дфлан ошабин въ предёлв. 

8, 
в 

ДЙствительно, такъ даЕъ = Стремитея въ едивяхв, то, если ны 

возБмемь бу, & будеть обозначать ухичиожеющееся количе- 

ство, т.-е. стремящееся въ нулю въ то мо врем, какъ и а. Точно 

такъ же будемъ инфть —1-+, вазывая черезъ =&, количество, ана- а, И 
доричное . Но изъ этих раненствь получимь 

в=в1-+ В =а+а) 
в далфе 

1-е 
Въ предфлВ вторая часть Т+а обращаетен въ единицу и, такъ 

И 
@ 

ЕЗКЪ ДВ ОТНОНГЕЕИЯ 2. Н -- ТОЧНО ТакЪ же, какъ частное одЕого ва 

46 
другое, приближаются безпрерывно юь свонмъ ‘соотвфтственнымь пре- 

. © 
двламъ Вт 5, Шиа РИ и 1, то получается 

’ й 
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_@ 
А это значить, что, если предфль отпошеня „_ есть нуль пли 

И 
вонечное число (это можно предположить, тавъ каКЪ стараются его 

вычислить), то и предфль отпошеня 8 будеть вродь таковъ. 
1 

28) Исчислеме сумны. 

Когда безконечное число безконечно-налыхь ел$дуеть въ вид алсе- 

бравческой суммы, то берется всегда безколечное число этихъ членовь 

съ одниыь и тёмъ же знакомъ, потому ‘что занонъ относительной без- 

прерывности вещей заставляеть ихъ вараровать поетеиеннымь обра- 

зомъ, именно тавъ, чтобы каждый изъ этих членов» отличался вообще 

оть предыдущего только безконечно-мазой дробью своей собственной 

величины. ПеремВны знаковъ пря переходв одного члена въ другой 

проявляются такимъ образенъ только на дальнихь разстоящять; & раз- 
снатриваемал суниа можеть быть нодраздфлена ‘на частвыя сунны, со- 
ставлаюнуяся каждая изъ безвонечнахо чисда членовъ одного и того же 

знака. 
Итакъ, ограничимся одной изъ этихъ частныхь сумыь а, На, 

+ а,--.. а, и колустамъ, что она стремится вЪ конечному предфлу 

но ивр вого, какъ каждый изь членовъ, обозначенныхь буквой а, пря- 

ближается къ нулю, тогда кавъ нхь число росе болфе и болфе увеличи- 

ваетея. Л говорю, что можно замфнить эту сумму а, + а, на, +...-На„ 

суныой В,-+8, --В,-+...-НВ„, тавъ вавъ отнотеня новыхъ безконечно - 
малыхь 2, бх,..., @ь: БЪ иредыхущинъ а,, в.,..., в, стремятся въ еди- 

ницф, т.-е. такь кажь, называя черезь г, &.,... в, Уунизтожаюнуяся 
количества, имфемъ 

а... ТВ, 
з а 

Это зачъщене непосредственно выводятся изъ теоремы, узе н%- 

сколько разъ употребляемой, относительно ряда почденно свладывае- 
мыхь отношен!. Эти отношеня, имфюц я знаменателей олного п 

в, 8, 8 в и почленное сложене ихъ даетъ 

ыы ыы 
новое отзомене, промежуточное между санышъ меньшимъ и самымь 
большимъ, ншенно 

того же знака, суть 

в... 
ыы. +9, 

Чтобы сократить время писаня, согласалиеь представлять всякую 
сухму злакомь Х съ буквой, обозначающей разлачные члены суммы; 

тевимъ образомь Ха (что читають сумма пли сшме ды), ХВ будуть в0- 
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вращенные снособы соотвЁтственнаго нисавйя а, На, ра, +... а, в 

В, +6, +... 8,. Новое промежуточное отношеще будеть вы-. 
58 

ражаться черезъ —_, а такъ вакъ надо допустить, что оно етремится 
а 

БЪ 1 въ то же время, какъ всб отношевя в, ва, в, не» 8», то бу- 
а а в, < 

день инфть 
т №6 

Ш Уа 

что очевидно доказываеть теорему, когда предёль Ха есть ила нуль 

или конечное часло. 

Точно такъ же можно было бы изъ соотнотены 8 =1--, которое 

зкратцё представляеть вс% т, которыя даются соотайтетвенными отно- 

менями #,, Ва, О»... МЪ &,, а, @.,....а,, вывести не мепве об- 
щее зыражеше, В ——а==04=, разности В —а, воторая существует между 

двумя соотв®тстующими членамя двух разсматриваеныхь сухиъ. Тогда, 
складывая всё частныя выражешя, которыя даеть эта разпость, когда 

послвдовательно въ в и г прибавить значки 1, 2, 8,..., , — мы получинъ 

(8 — а) = Уаё. Но каждый чаенф, се, изъ де, сравниваемый съ чле- 
номъ того же ряда, а, изъ Ха, даетъ отношеве &, & Хде инфеть, ноэтому, 
аъ Ха, все въ внду изложенной теоремы, отнощене, промежуточное 

между самымъ меньшимь 5 сачымъ большимь изъ #, К.-е, пулевое въ пре- 

8 —&) Ию 6 — Ш 5а 
дВав. Итавъ, получается Ши — р 0, откуда, Ия 

и, сиВдовательно, Пт 28 == И Ха. ° 

ТаклуЪъ образомъ въ обояхь случаяхь исчиелешя веякое безконечно- 

малое & можеть быть замбнено другимь @, которое ныъеть съ а отно-. 
шеве, стремзицееся въ единиц, или выражене котораго веть @ ==а(1--5), 
если $ обозпачаеть уничтожающееся количество. По тавЪ кавъ это с0- 
отвошеше можеть быть написано еще вЪ вядё 8 — х==аё, то разность 

р — < двухь безконечно-малыхь есть не что вное, какъ безконечно ма- 

лая ган часть одного изъ нихъ, а; н сказать, что два безковечно-налыхъ 
ныфютъ между собой отвошене, стремящееся къ единиц, значять ска- 

заль, что они отличаютея другь оть друга только безконечно-халой 

частью своей величивы. Слёдозательно, главный принципъ говорится 
еше такъ: 

При исчислени можно замънить одно безконечно-милое друзимь, 

сели только одно отличается оть Орушто безконечно-мало по отноше- 
ню къ себъ самому. 
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27. — Безконечно-малыя различныхъ порядковъ, 

Итавъ, мы можемъ теперь заняться разсмотрёшемъ безвонечно-ма- 
лыхь, которыя безконечно меньше другихъ, почему и можно сказать, 
что существують безнонечно-малия различныхь порядковь. Это кронЪ 
того позволить изме лучше понять пользу важнаго вринцииа, который 
мы только что доказали. 

Во всакомъ вонроев, тдф разсматриваются безконечно-налыя, одно 

изъ нихь, которое мы обозначимъ черезь а, будеть членомъ сравнешя 

со веБия хругяма; его называють мавнымь безконечио-малымь. Пусть В 

будеть другимъ безконечно-малымъ, входящимъ въ разематриваемый во- 

зроеъ. Очень часто это безковечно-малое бываеть сравнивцемо съ опре- 
дЬленной степенью, а”, главнаго безконечно-малаго, т.-е. есть средство 

выбрать показателя в тажъ, что, при а, стреиящейся къ нулю, отно- 

8. Ё- 
чиваясь безпредьльно '), Если обозначить черезь К это число, то имфемъ 
в == Ка“, и тогда говорать, что безконечно-малая 2 — п’ваго морядка 

малости. 
Иногда однако, слособъ, кавимь варшруеть @ въ вид фувкщи с’ы 

вЪ сосёдетвВ съ значешемь нуля, сложнфе, ч%мъ снособы, которые 

зыражаются различными степенами, даже ныфюшщими дробные показа- 
тели; тогда уже нельзн говорить о порадЕ» этого безконечно-малало А. 

шеше ^; остаетея конечнымь числомъ, не дфладеь вулемь, и ие увели- 

* Нолезно замфтить, что слово конечное должно поничать по общему сммелу 
фразы въ двухь раззичныхь положенихь: или, какъ здфоь, око означаеть то, что оно 
ив безконечно большое, ип безконечно малое; или его обозпачене будоть болёе ши- 
рокое или менфе одлосторомнее, и будоть прилагаено ко ссему тому, что не безковечно 
нолико. Нъ послбдненъ озгысл% употребляють ошещальный синониыь мобезконечное : лЪН- 
столзезьно, бевконочно-малое, релематриваемое, какъ лийпощее своей величиной нудь, 
ив безконечность умельшающихея стецелей, которыя проходить, чтобы достигнуть го, 
безпрерывное и пвопредфленио дАлящеесл кожичество, ив есть безконечность, но пуль: 
ко съ этой точки зрёши око получаеть горзадо боле ясное, гораздо болёе важное 
предотавлешо, зЪиъ волкоо другое опредёхенное положеню величины, противное тоху, 
что мы получили для безконояности (храйшй ирсябль увеличивающагося количестаа), 
ясное представление о воторой убтооть оть насъ, пли, такъ скаваль, которую мы ве 
можемь разомотрёть потробно, хотя воспевиаи иде @ тома, что оно дозжно быть, 
какъ товорить Паскаль, абоолииню необходимо сеометру, 

Когда говорять ис столько © количестеь, сколько о фавнь или аналитическом», 
виражоши фуньдуи, чо онё конечна, то подрачумввьють поль атинь, что предфльнаго 
Уиела членов, мнолителей и т. х, алгебранческихь или даже траноцендонтныхь, 
по природы, считаемой изеноннох, достаточно для предотавленн этой фуньши; короче, 
что онё ныботь точное выражено > этого не было бы, если бы она быхь только пре- 
дълюмь бодбе и бодфе сдожныхь выражений, каковы часто — серу безковечнахо чнела, 
членовъ, произведеше безконечиаго числа множителей или еще безирерыения дробь, 
т-е. дробь, знаменатель которой содержить дробную часть, которая твнже лифеть 
въ зиахолатель другую дробную часть и такь дазве хо безвонечности. 
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По тогда говорять, чтобы не вводить новыхь назвазй, что данное без- 

вонечно-малое порядка, высшаго и’наго, вслв его отношеще къ а^ стре- 
митея въ нулю, и порядка, ниже ю’иаго, если, наоборот, ето отиошене 

къ а” безпрехёльно увеличивается, когда х уначтожается. 

Допустимь, что ны имфемъ безковечно-малос 9 формы 

в= "да ср Вон бам 

зд т, в, м4... овначають все большю и больш показатели. 
Я говорю, что ножно просто замфнить это безконечно-малое его пер- 

вымъ членокъ, или, говоря иначе, привести ею выражене ка части 

порндка малости, мение возвышенной, и написать д = Да", вренебре- 
таа вофми иосяфдующими членами. Дфйстввхельно, эти послёдые без- 
конечно-махы въ сравнени съ сохравеннымъ тавимь образомь чле- 
номь 1”, такъ какъ, если раздёлоть равенство на Аа”, то вый- 

веть 1 В ба и ит Нотаяъ какъ о стремится къ нулю, 

то вторая часть — формы 1 —- &, в нодетавляя о” на м%ст0 9, замфнають 
только одно безконечно-налое хругимт, отношене котораго къ первому 

стремится въ 1. 

Довазанный праицяль, слёдовательно, позволяетъ уничтожать въ фор- 

мулз всВ члены, крожф перваго. Послёдай, будучи безконечно больще 

остажьныхь, въ нёкоторомъ родё ярихрываеть ихъ внолн% и, пока онъ 

веть, не нозвохаетъ произойти какому-нибудь чувствительному измёненю. 

въ результат. Нодучаемая ошибка отЪ неприниманя въ расчеть слёдую- 

щихь членовь дьлаетсн нулевой, когда переходять къ предфлу, 

28. — Единство разложеня всякой функши по восходяшимь 

етепенямъ перемфвнаго. 

Изъ всего вышесказаннаго между прочныя примфнешями можно 

вывести, что функия въ сосъдотеть сь нулевымь значещемь перемюннаю 

ие можеть допускать нъсхолькить разложения въ серйю, распозоженную 

п0 стетенамь, сь положительными показателями, этою перемзьннало. 

„ДЬйствительно, пусть даны хвё разаичныя сер формы 

Ад” -- Вам Се... 

Очевидно, разностью между ними будеть третья серн той же самой 
формы съ коэффищентани, которые всё — не нулн. Если же заставить 

„2 стреватьея въ нулю, 10 ея члены уничтожаются, дфлах первый нав- 

менынаго порядка малости, и онъ, ве будучи въ состояни, тавинъ обра. 

зомъ, сдлАТЬСЯ кАянЪ-либо другныъ, дфлаеть все выражеше отаичныхь 

оть нуля. Тавимь образомъ, два вредпопоженныхь разложены, если они 

я равны пра х==0, обязательно отличаются другъ отъ друга, какъ только 
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перемвнное 2 ив есть нуль, и эти разлошенгя образують дв разлачныя 

функщи. Инвче говоря, двЁ сходящйяся серш, расположенных по воз- 

растающимъ стененямъ перем ннаго, не могутъ быть равными при вся- 

хихъ, очевь малыхь, значеняхь этого перемфииего безь того, чтобы 

не быть тождествеивыми. 
Когда говорять о двухь цфлыхь и конечныхь полиномакь по 2, то 

ихъ тождественносты вовсе даже не требуется для того, чтобы можно 

было съ увфренностью заключить, что ихъ дають равными при вофхь, 
очень малыхь, значетяхь перемфинаго; дфйствительно, если придать 

обояму стешень, и напр., наивысиаго полянома, то будеть достаточно, 
чтобы они равняхись друтъ другу, когда, л получаеть я различныхь зпаче- 
ЕЙ 2, 2)... „ Для тото, чтобы ихъ разность, полиномъ степени м, 

равнялась, какъ извзетно, произведеню (5—21)(#—2,)(#— т)... (—<,) 

на коэффишенть члена степени ® н не могла уже, слВдовательно, уни- 

чтожаться при (в + 1)-ножъ значеши, лу, л’а, если только этотъ воэффи- 

щенть самъ не нуль, что дёлаеть тождественными два разсматриваеныхь 
подинома. Но это можно было предвидЪть, вам чая, что, если заставать 

волнномь стелени я, /(2\ = 4. Вх-- Си? +... + Г", получать, при 
з--1 ханныхь значелй, 2, 2, ха, т, 2%, в -Е1 точно такь же 

обозначенных значенй Г’, [,, [№ .- то это выразится въ я--1 

уравнешахь первой степени 

Або рар, АВ б-р 

вуфющихь я +1 нензьВетиыхь козффещентовъ 4, В, С,.... 2. Итввъ 
естественео слФдуетъь опредфлить точно такъ же эти коэффищенты или 

выфть тольво одинъ полнномь, отвфчающий вопроет. Но это разеужде- 
ше (прибавляя, пра необходимости, еще кавя-либо данныя ‘для болфе 

полнато опредфленя, въ случаё уравнешя съ кратнымь рышенемъ) 
приложимо ко всякой алгебраической или трансцендентной функц, 

формула которой будетъ содержать конечное чпело параметровъ, какъ 
А, В, С... Точно тавъ же можно, навр. изъ безконечно-малой части ври- 
вой, пибющей уравнев1е конечной формы, вывести, вообще, вею эту Ери- 

вую. Предыдущее разсуждеше ноказываеть, что это снраведливо только 
дия изефетной серш, т.-е. для фунвцй, которыя въ своохъ выражениях 

содержать безкопечное число пзраметровъ, но принужденныхь, велвд- 
сте сходимости серш, играть все болфе я болфе уначтожающуюся роль, 

зогда померь ихъ порядка увеличивается, и, слфдозательно, ие увеля- 
чиваться слишкохь быстрое одинъ оть другого. 

29. — Безконечно-большия различныхь порядковъ. 

По иротявоположности съ безвонечно-малыми разлачныхь порядвовь 
инотда случается разематривать между колечеетвама, которын безпре- 
дЪФльно увеличиваются по своей абсолютной величанв, в безконечносвие 
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пли безковечво-большия различныхь порядков. Въ вопросахь, гдВ это 

происходить, волачества, которых неопрехёленио увеличиваются, зави- 

сать оть одного изъ пихь, называемаго злавнымь безконечно-большимь 

д представляющятося, напр., выраженень 1, тд% а стремится въ нулю. 
в 

Но чаето случается, что всяксе другое разсматриваемое количество, ко- 
торое увеличивается неопредёленно, можеть быть приравнено къ извъет- 

1 
ной етененя, де” тлавваго безконечно-большого. Пусть В будеть одним 

й 1 взъ тахихь количестяь; предноложныь, что отношеше $ ЕЪ „= тавимь 

образомъ равно конечному числу К, т.-е, чиелу, воторое не дЪлается 

въ предёлё ви безконечностью, ни нулене. Тогда говорять, что без- 

хонечно-большое @ есть я`ваго яорядко великоете. Но если его сшо- 

собъ вартроващя не походить вполи® на снособъ варнровашя степени 

1 з 
от (таже выфющей дробные показатели}, такъ что порядокъ ® не 

можеть быть опредфденъ, то продолжаютъ тфиъ не менфе гозорить, что 

безконечпость # иля высшаго, пли назмаго, ч8мъ 7% иаар. порядка, 

емотря по тому, увеличивается ли безпредёльно, или стремится хъ нулю 
: 1 

отпошене В въ —я- 
Е 

Принциль, аналогичный предыдущему при безконечно-малыхъ, при- 
ложимъ и къ нечиелев предфльныхь результвтовъ, которые получаются 
при безконечно-большихе, т.-е. веопредфленно увелячивающихся, коли- 

чествахь. ВсявЙ разъ, какъ количество будеть состоять изъ взсколькахь 
членовъ различных порядховь великости, можно будеть привести его 
къ члену нанболве возвышеннаго порядва великости. Если инфехъ напр. 

выражен!е 

хдВ т, т— р, т— 4,-.. суть уненьнаюнщеся показатели, то мы моженъ 
увичтожить всё члены исключая перваго. ДЪйствытельно, разсматри- 
заемое выражено можеть быть написано 

8=1. (А - Ва? бе" и а ба. 
Г3 рз 4 а 1 

Но тавкъ кавъ я стремится къ нулю, то послфдяй множитель формы 

1- г, и ны изинимъ вырзжене только на безконечно-малую часть его 

значеня, унпатожая ве остальных, сявдуюлуя за первымь, т.-0. во нсемъ 

хонечномь результать, зависящемъ отъ отношенй этахь безконечно-боль- 

шихь, мы получасмь только безконечно-малую въ еравнеши съ сампиъ 
результвтомь ошибку и нулевую, слфдовательно, въ предфл. 

А. п, НЕБАШЕВА. 
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30. — Приложене тьхъ же самыхъ принциповъ къ приблизитель- 

нымъ исчисленямъ; очень малыя количества различвыхь поряд- 
ковъ; послфдовательныя приближен я, 

Важный припципь, возволаюный упрощаль исчисления безконечно- 
малныяь или безвонечно-большихь, можетъ, сл®довательно, выражаться 
въ слфдующемь видВ: 9ся%0е количество можеть быть пренебревемо, 

хозда оно имтеть передь собой другое, несравненно болыцее, съ кото- 

рымь оно складываетев или оть котороло оно отнимается. И въ этихъ 

зочисленяхь существуеть несомнЪнная точность, такъ какь ошибка, 

получаемая отъ примфнешя такого печислены, въ предёла хлается 

нулевой, & предфль-то один и хотять при этомъ разематривать. Но 
приложене этого метода съ весьма достаточной точностью выполняеть 
не менфе важную родь въ приблизательныхь нечисленихь, воторыя 
ДВлають столь точными наши нознашя о природ. 

Дйствительно, извфетно, что нанлучие опыты требукимь отъ насъ, 
для вычиеленя настоящаго предмета, чисель съ трения изи четырьмя 
десятичными знаками, а иногда только съ двумя. Поэтому относитель- 
ных ошибки на и; И мене, а слФдовательно чаето даже и исх, ©0- 
зершенно незамётяы для наблюденя и могуть поэтому совершенво не 

приниматься въ расчегь. Достаточно будетъ, наир., чтобы волизество 

было гот или даже ги, важь уже его квадратъ можеть быть уничто- 
женъ безъ кожебншя раядомь съ первой степенью, отчего измёнятся 

лишь очень отдаленных десятичвыя дроби, ускользающян отъ нашего 

язывреня. Илакъ, при практическахь исчислешяхь, относящихся къ 
этимъ количестваме, различають не безконечно-малыя разлячяыхь поряд- 
ховЪ, НО очень малия количества различнихь порядковь, соотвётетвенно 
равныя произведеню чисехь, сравниваеныхь съ единлцей, на послёдо- 

валельныя степени злавнаю, очень малаго разсматриваемаго количества; 
я пренебрегають, но крайней мёрё, временно, въ каждомь выражени 

злепани, которые стоять рядомь ©Б другвми, менёе высшаго порядка 
малости. 

ТВ случаи, гдВ представляются тах калыя количества, очень 

часто вотр5чаются, либо потому, что очень нногочисленныя явлетя 

какъ въ и, тд мы жевемъ (сходномъ съ нащей организащей), такъ 
и вЪ нашихь правильныхь аппаратахь и механизмахь, состолть изъ 
довольно слабыхь изифнен!й въ ту или другую сторону оть извветныхь 

положен равновфея или извёстиыхь способовь быть однообразными, 

либо еще потому, что самая малость разсматриваеныхь неренфнныхь 
дёлаеть при помощи хонускаемыхь ею приблизательныхь упрощен 
достунными нашикъ изыскамямъ, иначе бы неязвёетные, завовы, и 

такиюъ образомь еообщдеть тажинъ феномевамъ очень зажный интересъ. 

Ичакъ чаето слузаетья въ приблизительныхь ночисленахь придагать 
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тоть же призцялъ, какой употребляется и при безконечно-малыхь, пре- 

небрегающуй количествами очень малыми по отношеню къ другимъ, 

съ которыми они складываются илн изъ которыхь они вычитаются: эта 
послёднйя закрынають пхъ яъ результат$ и дфлаютъ незамётяыми ошибви, 
получаюцлея черезь уничтожене первыхъ. Но когда въ алгебраиче- 

ской сумм большия количества вполн® уничтожають друг» друга, тогда 

мёньпия количества пруобрьгають нежность: дВйствительно они идут 

въ первонъ ряду и составляют результать, если при тавахъ условяхъ 

вщуть его. 

Но это бываеть ве только тогда, когда извстныя количества, какъ 

товорать, совершено незамиины по отношенио къ другямь, что и 

позволяеть ими пренебрегать. ДЬйствительность обыкновенно бывает 

такъ сложна и поэтому малематичесыя соотношеня, воторыя ее изо- 
бражають, когда мы стараемся образовать ихъ, такъ упорны ( теБеЙез, 
сохраняя слово Лагранва), что мы никогда не сможемъ, тавъ сказать, 

лайтн неизеветвыя, если не допустымъ съ самаго начала, ичотда очень 

значительную, оцтибку, которая п позволить подучить известное пред- 
ставлен® 0 данныхль пли резулуминаль-разсматриваеныхь колячествъ. 
Длн этого уничтовнуь изъ уравнеюй все, что но годитея для того, 

чтобы ив его ифето поставить довольно простыя соотноптеня, ногушя 
дать вамъ ненавзстных количества или функц. Но значетя послёд- 
нихъ соотношен:й, опредвленныя такишъ неточнымь способомъ, вообше 
близки къ истиянымь волёдстые принцииа относительной безорерыв- 

ности предметовъ, который требуетъ по стеленнаго варнрованя резуль- 

татовъ, когда данныя пли даже природа производимыхъ. дайств!й мало 

измВняются. 
Но равъ мы получанъ эти нервыя приближенныя выраженя неизв®ст- 

ннхь количествь наи фунет, вопросъ уже пзмфнится; дЪйствительно, 

можно замфнять ихъ сначала въ очень малыхь и пренебрегаемыхь чле- 
нажь, которые зависять отъ отихъ количествь или фувкй. Тогда они 

дЬльютея сами ноёти извфетными; и задача, предложенная въ новой 

форыв, нызющей нензвёотными лишь главные члены, вообще оствется 

первоначальной всяый разъ, ввиъ можно рёшить ес, сохраняя только 

эти самые члены, Илакъ, можно получить для требуемыхь количеств 

дн функц выражея болёе точныя, чёмъ первыя: они дають 19, 

что называють вторымь ириближещемь. Эти выраженя, подетавленныя 

зъ свою очередь на перзое мЗето въ препебрегающихся члепахъ, дёлаютъ 

тхь еще болве точными, а это позволяеть получить ирение приближеще 

ит. д. до неопредвленнато жонца или до извзетнаго предфла, завяся- 
щзго оть природы вопроса. Обыкновенмо достаточно, чтобы второе 
приближене было менфе неточно, чёмъ первое, 910 и позволяеть емо- 
чрёть н8 это, жакь на точку отнразненя въ отыскаши предёловъ. 

Это производство, едннотвенно употребляеное очель часто и дфлаю- 

щееся при поередствв все болфе и болфе точныхь поправокъ, которыд. 
5“ 
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проязводятся надъ нервымь результатомь, очень грубо приближенным, 
въ истонтому зваченю, — называется мемодомь посльдовательныхь при- 

бмиженай. Уже въ ариеметиий жы видфли его, кавъ указаше при дВленя 

и извлечени корней, сд цифра, выражающая все больния и большия 
единицы результата, есть единственная, которая можеть сначала быть 
опредфлена. Но алгебра показываеть прекрасное примёнен!е его при 

болфе п боле точномъ исчиеленги корней уравнешя / (2) = 0 при помощи 
того, что нЪкогда называлось въ аруометикВ методомь двойною зожназо 

допущеная (т.-в. предположения ). Этотъ жетодъ состоить въ слёлующемъ : 

думая, что @ и Р будуть некомымъ корнемъ, хы получаемъ два значеня, 

Г(@) в Г{Ф), нервой частн { (#), мало отличаюдщияея отъ вуля и (на сколько. 
это зозможао) разныхь знаковъ; въ сосфлетаВ съ нямя, но приндину 

постененнаго вартровалйи, ны предполагаемъ увеличея /(2) — {(а) 

фукещи заифтно пропорщональными увеляченямь #-— в персифнваго: 

сяёдовательно, можно написать, при помощи полученныхь по предпо- 
ложеню данныхь #=4 и х==6, почти точную пропорию 

ед —Г@) аа 
Го-Г® Ф-—« 

и взять, слёдовательно, исключая поелёдующ контроль, для искомого: 
корня, уничтожающато /{(2), велвчину, 

81. — Разд лен Анализа безковечно-малыхъ на дифференщальное 

и интегральное исчислеше, 

Тзьъ вакъ безконечно-малыя мотуть быть вводамы въ исчнеленя 

двука способами, приводящимн въ конечнымь и опредфленнымь, 30 

безконечно разнообразнымъ въ каждомъ разф, ревультьтамъ, то Анализъ 

безконечно-малыхь подразумфваеть дз большихь части, прилатаемыхь 

снещальво, одна въЪ нервой изъ этихъ хатегорй операций, которая 

иметь д%ло съ всчяслетщемь отвошевй безконечяо-малыхь, другая же 

хъ той, которая ныфеть дфло съ исчислешемъ суммы безконечнаго ряда. 

безконечио-малыхъ. 

Вь первой части прибавляють къ незавиеинымь перемфинымь без- 

хонечко-малын увеличена, положительныя п отрицательныя, и смотратъ, 
ПЪ ЕВЕИХЬ Оотношешяхь съ этвми увеличеними находятся увеличеня, 

воторыя получаются велёдетые того же‘самато функщями, ИтёзЪ, злеь 

зычнеляють отношеня безвонечно-малыхь разностей (9 вгепеез), Цо- 

этому эта часть называется дифференщальнымь исчислемемо. 
Во второй же, наоборот, ижвють даннымъ формулу, которая выра- 

жаеть нослёдовательныя безконечно-малыя увелячешя функции, и же- 
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лаютъ получать сумму ихъ, чтобы затвиь нереёти отъ бевконечно-налой 
разности къ евмой функщи. Игакъ, здВсь тажамь образомъ будуть со0- 

едннять безконечно-малые олементы количества, чгобы возстановить его 

въ его инимаральномь иди дфльномь значени. Отсюда и назваше инте- 
зрельнаю исчислешя, которое дають этой части Анализа безконечно- 
маЛыхЪ. 



ГЛАВА У. 

Обозначене дифференщаловъ. Дифференцироване простыхъ 

и сложныхь функщй. 

32. — Дифференщалы перемфннаго и функщи, 

Пусть у ==/(2) будетъ какой-либо ‘функщей перемннаго 2. Мы 
видвЕи во второй глав (стр. 31), что, вели 2 и у получать два очень 
малыхь, одновременныть увелаченя Дл и Ду, то будемь иыёть формулу 

ду = (а) + #142, 

гдЪ з обозначаеть очень малое количество, функц 2'а п 42, которая 

стреннтся выфств съ е въ нулю. Эта формула впрочемь выражаеть 

только то, что существуеть производная у’ ила /”(2); дёйствательно, 

достаточно взать ее въ форы8 мень, чтобы увидёть, что по 

прачинв смысла уничиоженощелося количества, призавземаго #, отно- 
4 

этев!е р неоиредфленио приближается въ предёлу /’(2), когдь 4х 

приближвется въ нулю. По, вавпеавъ зъ форм® 

ду=Г (а) Ае-- гда, 

допустныь, что это выражене Ду должно быть вычислено, при помощи 

вавихъ-либо иечносленй, болёе или менфе сложныхь, но произнодпмыхь 

единственно для того, чтобы найти предфлы, къ воторымъ стрематся 

ихь результаты, когда вс% малыя разности, какъ Ах пли Лу увичто- 
жаются. Тогда 4х я Ду сдаются тВиъ, что мы называемь безконечно- 

малыми, т.-е. очень малыми, дЪйствительно конечными количествами, 

хоторыя подчиневы, слфдовательно, всфиъ обыкновеннымь законзыь 
счпелена, но комбинащи которыхь мотуть быть утплизврованы только 
тогда, когда нхъ собственная абсолютная величина, уничтожалсь, дости- 

таеть крайней степени малости, Точно такъ же эти увеличеня 47 и 

ду, которыя назывались до сихъ поръ конечными разностями, принв-. 
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мають теперь другов пыя, уменьшенное изъ предыдущаго *) в данное 
имъ Лейбницемь: онн называются дифферемёалами. Въ то же сахое 
время вифето представлея ихъ буввой Д ихъ представдяють, тавже 

слфдуя Лейбницу, буквой 4, Такъ кажъ, кромВ того, {’(2) должна быть 
вообще конечной (я хочу сказать, что она отличается оть нуля}, и такъ 

вавъ 5 стремится къ нулю, то членъ 4х въ предыдущежь выражен у 

есть члевь норядва ивлости, высшаго, чВыь членъ /(;) Аж, Поэтому, 

слВдуя зажножу принцииу, позволяющему упрощать ночисленя 6ез- 

хонечно-налыхь, можно упростать выражеще Лу; дфВетвитехьно отно- 
сательшая ошибха, получаемая всяёдстве этой перемёны, въ предвх® 

увичтожается, если только хотять разематривать одинъ предёль. Т&- 

кимъ образом; всмьдсиние нею, что можно зампнить Д черезь а, 

можно привести формулу Ду къ 

Яу = Гоа, 

формул, выражающей, что дифференцале функиви равенз производенто 
производной оть этой функизи на дифференйаль перемтиною.- 

Въ другахь словахъ, разъ замфвяють слова „конечная разность“ 
словомь дифференшаль, или знавъ 4 — знакомъ 4, то отимъ выражають 
единственное желаше вычислять только предельные результаты, т.-е. 
дЪлать только то, чтобы выражеше 4у въ различныхь нечислешяхь 

окончательно уничтожало въ результатахь веф дяфференщалы, подобные 

4х и ау; я это-то даеть право въ самонъ начал упрощать формулы, 
увизтожал члены, которые не могуть уже влять ва эти результаты 

въ тоть единственный момелть, въ которыхь их И хотять знать. 

Даффереящаль, слдовательно, не обозначаеть виолнф, или кавъ 

говорять, обаектеивно очень малой конечной разности; онъ обозвачаеть 

ее тользо субъективно, т.-е., по нашему нонятрю, обозначаеть ее на- 
пряженемь, съ котерынь мы заставляемь ее стремпться къ нудю в раз- 

сматраваемъ только предфшы, въ которымъ будуть стремалься резуль- 
талы печнелен. Идея, которую имлъ Лейбниць, заставлять подобное 
напражеше фигуряровать въ формулахь, такъ ше проста, какъ и зам5- 

чательна, тазъ какъ она нозволнеть производить уначтоженя, нисколько 
не нарущая правильности формулъ. 

Теперь скажемъ иЪеквольво словъ про исключительный случай, когда 

при разсматриваемомь эначенн ла производная /\2) будеть нулемъ. 
Тогда & не уничтожается уже рядом® съ /’(2) и уже нельзя будеть ип- 

сать Чу== дал, те. ду=-0Х 4 =0. Между тЬмъ продолжають 
даже п въ этомъ случа нолагать, что ду ==/ (2), потому что, исключая. 

очель рёдые случаи, можно сраввивать дифференщаль у функц только 

съ такими дяфференщшалажи, каковъ дифференщель ея перемфамаго, 

*) По-фрапцузеви: разность — Нйбгопсе, злфферензиль — ИЯ беавойе. 
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т.-е. только 5 количествамн одного и того же порядка махости 45’а: 
:. @ Но отношеше к приводимое тогда КЪ = или къ эвалотичному унячто- 

4 
жающемуен количеству, уничтожается въ предёлз, и, слёдовательно, не 

будеть онтибкой взать просто ду=0. Итакъ можно даже ни въ этомъ 
случаВ пнсать ду-=/'(1)42, но съ указанной оюворкой не сравиивать 

4у съ количествами порядва малости, болбе нязшаго, чВыь порядовъ 92. 

38. —Лейбницевек1я обозначен! я производныхъ. Дифференпироване 

проетыхъ функшй. 

ау 
аз’ 

можно разсматривать, какъ непосредственное, или кахъ выражающее нн- 
сколько не хуже, если даже не лучше, чВыъ предыдущее Ау==[/” (#) += 4х, 

основное доказательство существовашя производной. ДЁйствительно, 

Формула ду -= [жа даеть Г) соотношене, которое 

достаточно увадфть дробь написанною въ видё % „ Чтобы завлючить 

дв вещи: 

1) что вопросъ идеть объ отвошеши двухъ очень мадыхь одно- 

временныхь увеличен, 4у н 4х, фунющи в перемввнаго; и 

2} что по напряженю, выражающемуся буквой 1, это есть не самое 

отношене въ его дЪйствительномь положеша, которое разематривають, 

но единственно 20 эреддьное значенше пъ тотъ моменть, котда ах и ау 

унячгожаются. 
Итакъ, можно разематривать частное дифференщалаь фумюийи на 

дифференщаль порентннозо, како самое опредилене яроизводной. И это 

Е 
ах 

имфеть передъ производной Ньютона или Лагранжа то препмущество, 

что она способна выражать все то, въ чемъ заключается сущность про- 
изводной. Напротавь, ныютоновское обозначене у’ — гораздо темн 
даже к тогда, когда, чтобы сдёлать ее болфе ченою, заставляють пере- 
минное фагурировать въ видф знака внизу, какъ напр. у’,. 'Гавимъ 

образомъ существують два обозначеня, но беруть во всявомь случа 

то, которое удобнЪй. 
Очевидно, что искать дифферендаль функши или ея производаую — 

дв равнозначал{я операщи, такъ хакъ второв изъ этихь зыраженй 
есть не что иное, кавъ первое, раздЪленное на 4х. Эти операщи, но 
въ особенности первая, называются диференцированемь функши: ха- 

химъ образомь, дифференцировать функцю значить выполнить вавую- 

либо одну изъ двухь вышеуказанныхь операц!. 
Иечьслевя пронзводныхь, производимыя нами во второй главъ, 

приводать дин наяболёе простыхь функц къ нстянныхь правилажь 

замфчаще Лейбница относительно образовашя такой производной 
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дафференцированя, между воторыми мн достаточно будеть высказать 
слёдуюлия: 

1) дифферениаль сунмы или разности ньсколькихь количеству 
есть сумма или разноеть дифференаловь этить количеетвь ; 

2) дифферениелль произведения постолинало множителя на пере- 
хьнный есть произведене дифференшала перемьннаю нножителя ни 
постоянный множитель; 

3) дифферениимь всянало произведеня есть сумма чаеновь, нолу- 
чающилея оть умноженя дифференшола каждаю множителя на про- 
изведене дручить множителей; 

4) диффершель частно золучится, если раздъяить на квадрать 
Эълителя разность нежду произведемавмь этозо дълитвая на дифферен- 
збадь дъяшною и произведенщень дилинаю на дифференийваь тою оке 
вамало дълителя; ое. 

34. — Дифференцирован!е функщи отъ функщи. 7 
ыы 

Когда мы ховазываль соотношеше ау-={”(х)0х, то х равемалтриве- 

лось, кажь какое-то перемённое, оть котораго зазисЬло у, но ие какъ 
самостоятельное перемённое. Но формула эта — общая и можеть быть 

прилагаема даже и тогда, когда х будегь фуикщей настоящаго незави- 

сикасо перемфннаго, называемаго напр. черезь #. Даля ду=/(даг 
на &, получаенъ а 

то, 
истинное соотношене даже въ псвлючетельномь случа®, когда провз- 
водная {^(х) будеть нулемъ и можеть быть замВыена, вавъ ны вадьли, 2; 

дЪйствительно въ разсматравасмомь предфяВ г уничтожается такъ же, 

вавъ и [(2). 

Такажъ образомъ производная отЪ у, по отношению въ незавасячому 
пережнному #, есть произнедеше /(х)’а на нроизводную отъ 2; поэтому 

можно высказать слёдующий привцапъ: 
Производная функёи друюй фунхим получается оть ужноюензя 

тою, чьмь была бы эта производная, если бы функщя, оть которой 
она залисить, была бы независимымь пореминнымь, — на производную 
этой функии. 

Но их сахь 10 себф хожеть не выражелься непосредственно че- 

резъ #. Это бываеть, когда онъ зависить оть пего только черезъ но- 

средство другого перемВннаго и. Предположихь, что имфется х=9(и) 

и наконець, чтобы не увеличивать сзерхъ мфры число иромежуточныхь 

перенфнныхь, и). Соотношеня у=/(2), х==9(ч), и ==) ка- 

дуть посльдовательно 
а „о 4 Гол» вт ар п. 
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ЗазтЖмъ получител, если подетавять каждый изъ этихъ результатовъ 

въ предыдущйй, 

и Реиыур “9. 

Такимь образонь, хофа каное-либо количество зависаинь отъ функ- 
и, которая въ свою очередь есть фуимия фуниши, то @0 производ- 
ная получается оть умноженёя друзь на дру произвобныхь всъть функ- 
айй, входящихь въ о выражене, производныхь, взятыть, для каждало 

перемтиназо, по отношению пъ сяъдующему переминному, оть которо 
она непосредетвенно зависить. 

Важно знать, какъ провзводить эти дифференцирован я, ке прибёгая 
къ спещальному наименованию, какъ напр. , #, ев., прощежуточныхь 
керемёвныхь, но оставляя каждому изъ нихъ его детазьное выражеше. 

Известно, что, чтобы вредотавить множество способовъ развообразныхь 

вар1аровав!й, происходащихь съ количествамн, при. помощи простыхь 

функций въ малонь числ, раземотр8иныхь нами во второй главф, — 

надо прибфгнуть къ болфе пли мевфе сложнымь комбинащямь этихъ 
простыхъ функшй, т.-е. иногда видоть до истенвыхь соотношен!й между 

функпуями отъ функщи. Вотъ вринфръ, который я возьму изъ пробдемы 
практической механикя*). Пусть 

(А, 
й 

дв вГ озпачають два постоянвыхь. Разсматривая сначала 5 58 
х 

9 — д’ 

затВмь | 
т . 

в затёмъ ео наконець 1-х, [—ж, кавъ во$ про- 

межуточныя перемфнныя между г й х, будемъ имфть соотвётетвенно: 

2 2 ве), 

Е 
аа подана ааай-э, 
“ (— в 

анд=а, а@—х — 4*. 

*) Проблема сжаты озаетячнаго, гориболлально воложеннаго, пепаотнато в дри- 
хрыилевнаго на обовхь конлахь, бруска, велблетв!е давдемы, которое с постоянной 
скоростью прохохать оть одного ковка до другого. (См. АррНсамон 4ех роевнов & 
Роше 40 ГбашШЬте е& Ча тоцуенел 405 хоБцез бпзбщиея, ео. р. 569). Функия, ко- 
торую я эдфсь называю черезь 2, ыходить въ выражоше мазато вертикатьнаго пере- 
иБщешя катящатося груза. 
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Оть заыВны же, которую можно здфеь сдфлать, и дёжешя на 4х, 
получаем въ ковиф концовъ 

ЕН 

Ва (2 1—2 4х 

| Е р 

35. — Дифферендировав!е оложныхь функшй, 

Перейденъ теперь къ случаю, когда данная функщя у зависять 

отъ д черезъ посредство ифсколькихь фунцй м, ©, № этого перемви- 

наго 2: иначе говоря, предволожимъ, что у будетъ извёотной сложной 
ффункшей Гы, о, в). Тогда рядомь съ затруднешемъ разематривать в*- 

сколько перемвиныхь в, г, 0 представляется преянущество получить 
дВйствительное улеличеше Ду функни пря данномь нзывненн 4 но- 

завясимаго перемфниаго, если заставять варшровать в, и, м одно за 

другпыъ, хотя на самочъ дВлВ и, г, 0 ВСВ за разъ получають своя 

увеличенн Ди, До, Ди, одновременныя съ Дт. Дёйствительно, ножно 

заставить функшю { носявдовательно проходить внолнз опредфленныя 

состояния (и, и, #)}, Ги Ди, в, 0), Ки Ди, в-- 4%, в), (и ди, 

&-- Ди, в-- 4ю), каждое изъ воторыхь отлачается отъ предыдущиего 

тёмь, что въ немъ измёняется боле переивнныхь. Такъ вакъ первое 
п послёхнее выражають два значенн у ну-- Ду разсматриваеной функ- 
Щи 2’а, то разность Лу будетъ равняться сумм частныхь увеличен, 
испытывзеныхь фунЕщей Г во время перехода оть одного изъ этихь 

состояшй къ слёдующему. 

Первое частное увеличена, /(и-- ы, ъ, 0) — [(ы, ъ, №), называется 

разностью фуввщи / #0 отношению къ м и пишется черезъ Д, [(м, 2, и), 
обозначая своимъ знакомъ внизу — м, ЧТо варшруеть охпо перемЁнное м. 
Ея отношене въ Ди очевидно стремится, если Ди уменьшается, къ про- 
паводной функки, получающейся при томъ условт, ято перемёвныхь 

служить только и; вон ю играютъ роль постоянныхь. Эта производ- 
нвя будеть зависить, вообще, оть о и м, которые, смотря по свопмъ 
дьйствительнымь значенамь, точно тавъ же не вяють на способъ, ка- 
хамъ теперь варируеть Гсъш; во она будеть печиелятьсн 0% номощью 

обыквовенныхь правилъ дифферениироващя фулкш одного перемфя- 

наго, Ее называють частной производной функщи яо отношеню къ и 

п предетавляють черезъ /".(м, 2, м) или (ем. прамфчане къ 1\ глав) 

черезъ %, при чемъ знаменатель „ди“ достаточно увазываеть въ этомъ 

посяфднеме случаВ, что нзмфняется веремённое и. Если бы нужна была 

еще ббльшая точность, то знавъ въ чисдатель указывать бы перемфа- 

ное, изжВнене котораго влечеть разсматриваемое увеличен: &/ функц: 
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эго писала бы черезь 0,Г; но обыкновенно отъ этого избвалаются. 

8 Отнотоне 4,Г въ и, пуБющее тавамъ образомъ для предфла -_ вли 
9 

9) 
Ги, т, ®), можеть выражаться черезъ у + гали черезъ {*, (м, ©, №) в, 

вели г обозпачаеть функцию и, т, ® и Ды, уничтожающуюся въ то же 

вреня, какъ п и. Поэтому получаем 

|] Ки-ь ды, в, в) — [ба о, в) =, в, фа] и 

Слфдующее застное увеличеще /(и + Ди, о -- до, 0) — (и - Аи, т, №), 
которое можно нанисать черезь /,Г(м + Ди, , 10), будеть точно 

такъ же ныфть для своего предзльнаго отношейя въ Дь, при тонъ 

уеловт, что 42 стремится къ нулю, яроизводную фувкци { во 

отношеню къ и, т.-е, получающуюся при разсматривани осталь- 

пыхь перемфнныхь, кромё г, за постоянпыя. Эта производная бу- 

деть писаться черезь {’,(и + Ди, ©, %) вля Эа, а ве 

у ЭГ черезъ {*, (ц, и, 10) вай 5’ такъ ванъ первое перемВнное, которое при- 

нимзется за постоянное, ныфеть теперь значеше и -+- Ди: обетоятель- 

ство, которое надо отыфтить |! Но, тавъ вавь мы допустили, вообще, 

безпрерывкость фунЕцщИ, то /’(и -- Ди, ®, №) отличается отъ {’(и, о, 0) 

тольво количествомь, которое унячуожвется въ то же время, ваъ и Ди; 
д.(и- ди, т, 5) 

р 

есть извфотная фунвИЯ &; ОТЪ и, 5, ю, Дин 4%, которая стренится 

къ нулю, когда Дм и 40 въ 10 ве время стремнтся къ нему. Поэтому 

имфемъ 

{2) Кинь, 5 д, в) — Ци- Ди, в, и) == [Г (и, , 0) 5 а] 4ь. 

отсюда слВдуеть, что разность между м Г’. (и, в, вв) 

Наконець, нозлёднее частное увеличене 

Ти ди, о 4ь, о 4) — Ри ди, в, ®) 

будеть нуёть свое отношеше къ Дь, выражающееся въ преджа%, 

если Лю уничтожается, черезъ частную производную по отношенро въ 

, р 9 
30, [' ‚(и -- ди, 5 -- 4ь, в), приводимую къ /’., (и, ®, 20) пля г 

угодно малой ошибкой, когда разности Ам н Ди дёлаются, об% за разъ, 
достаточно близкими къ пулю. Слвдовательно, называя черезъ =, фунв- 
НО от и, 5, 0, ди, До, Але, уничтожающуюся вибсть съ Ди, Дки Ам, — 
МОЖНО НАПИСАТЬ 

(3) Ци--ди, +4, в 4) — (и ди, о Дь, пу (ино, в). 

съ сколь 
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Итавъ требуемое упеличев!е Му, сумиа предыдущехь (1), (2) и (3), 
будеть выражещемь 

(у дуб, уни дань, ве Ае-- [Гб в, 4ю- 

Замфтимъ, что Ах а, слЗдовательно, п Ди, Ди, Ам, Лу должвы стре- 
миться къ нулю н будуть вычисляться только для того, чтобы получить 
ихь предфлы отнонтен!й пли сумм. Тогда х, Ди, 4э, Аш, Ду дфлаются 

дифференщалами 4х, Чи, 42, Ив, Чу, и в, в, &,, безкопечно-малыя, 

уничтожаются рядонъ съ провзводными /",, Г’, /’„, вообще отличаю- 

щимяся оть нуля. Даже въ псключительномь случав, когда вс эти 

чаетныя производныя уничтожаются при выбранныхь значеняхь и, о, №, 

можно очень часто сравиязать Чу только съ дифференщелами порядка 

Чи, ав, из (пулевой) предёль отношеня, вычвеляеный при этихъ усло- 

ЗяхЪ точно таз же получятся, уничтожая снова 5, 2, в, формулы (4). 

Въ ковц® нонцовъ жы получая 

(5) ду Ран-- Г дь-Рйь зы Ян АЕ Ян 

Наковець, раздёлая по 4х, мы получимь 

, би рни ди, 0! 4 
& ушя ах РГ Гм дих № 95 

Такимъ образожь, дифудеренийаль м производная сложной функ 

равны двумь соотвттетвеннымь суммамь яроизведенй, которыя толу- 

чаются оть уннооюенёя или дифференийла, изи производной казедой 
изь фуниий, оть которыжь эта функщя непосредственно зависить, 
на поотвътетвующую частную производную одной в той же сложной 

функизи, 
Часто случается, что незавиенлое перем нное 5 фитурируеть въ чаелВ 

самихь перемвнныхь ы, о, № сложной фунвщи, Это можно праложить, 

непр., Въ /(, о. 0), при чемъ у п продолжають быть болве или ненве 
сложпыми (сотрНанёсз) функщямо 2’а, во м дёлается самой простой 

функщей, какова х. Тогда нужро избВгать емзитиваяя собственно-частной 

производной оть {по =, получающейся безъ варированя © изо, сё иско- 

мышь предфльнымь отношешенъ в пли Ч ‚ которое есть тавже про- 

изводнал, взятая по отношению #% 2, но ироизводнал нолная, получаемая, 
есян Заставить варировать вое то, что зависить оть х, яменио я, 9, е. 

а,Г 
Для отого полную вроязводвую представаяють черезь и’, выражая спи- 

Й 
воломь 4, полямй дифференщахь, в обозиачене 9 остается для 0б0- 

0% 
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значе частной производной [а аи, и) — Г. . Слёдовв- 

тельно, будемъ нмфть, лалр., но (6) 

аа, в в) И, и, 
@) РН" р 

36, — Употреблеше приближеннаго выражешя малыхъ увеличен 

функшй въ приближенныхъ исчисленяхъ и въ интерполящи при 
помощи пропоршональныхъ частей, 

Можно замвтить, что формула (4) была построена, въ коннВ кон- 

цовъ, при абсолютно произвольныхь зпаченях» +, ©, 7, 4и, Дь, Ара 

что опа выражала такиыь образомъ положительных пли отрицательныя 
узедиченя Г безпрерывной фувкщя Г(и, ©, ю) какого угодно числе 
перезжичыхъ, и, и, 0. Но ром того она можеть сократиться, ушичто- 
мая сво члены еФи, #40, в.Мь, въ вриближенныхь иочиелещяхь, 

гдз увеличея Ди, Ль, Аш, не будучи безконечно-малыми, остаются 

ЧАВЪ ИАЛЫ, ЧТО &, <, в: могуть быть уже незамтными ван, хотя вре- 
менно, быть иренебрегаехыхи дробямо частныхь производныхъ /",, /'., /., 
фупвщи. Тогда получаемь 

{3} ДЁ= (заметно) |’ „ди - ['.Дь Ро, 

Итавь, кода шеремьнные какой-либо функцаи получают лань очень 

малыя измьнешя Ди, Ди, Чш,..., иачиная съ извъетныть опредьленныхь 
значенй и,5,0..., то соотвътетвуюния измпнемя функийи зависять 
сть нить почте линейно, т.-е. разллаются съ ошибкой, относительно 

очеяь слабой, на чаены, изь которыть каждый равен» произведен одноло 

изь мальть перемъиныхь Ди, До, 4ш,... на постоянный коэффишенть, 

Предиоложимь, что двло плеть явпр. о рёшенйт енетемы урзвневй 

формы Ды, в,...)=0, и что требуетел, хотя бы даже съ помощью много- 

кратвыхь попытокъ, найти приблизотельныя значетя и, э... корней. 

Тогда вастоящими яензеветными задачи будуть маленьын поправки 

Ди, 4%, которыя недо приложить кф пряблизительнымь значенянъ 

и, $,.., Те. таыя поправкн, которыя, будучи прибавлены соотв ственно 

КЪ и,,.., будуть давать истичные корни и-Н Ли, о 45,..., ила 6у- 

дуть виолнё уничтовать первыя части, вавЪ Дир Дь, #-+ 45,...), 
уравнешй. Увеличеше и’ = /(н-Н Ди, о Дь,,...) — К(ы, 9,...) фунющи 
будеть инфть, слёдовательно, малое значене — /(м, в,...), уже дЪлаю- 

щевея извёетнымь по исчисленю первой части /(и, %,...), производимому 
раафе для увёренности въ томъ, что и, 0,... были ипрябяюженныя зяа- 
чения, Но, съ другой сторовы, это увеличене 4/ можеть, по (8), быть 
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представлено вь формё 44и-- Во -{..., если назвать черезъ 4, В,,... 
яли частлыя производныя отъ /(н, »,...), Взятыя пре полученныхь прн- 

ближенныхь значешяхь м, %,.... пла друме козффищенты, очень хало 
отличаюдеся оть этихь производныхь. Поэтому получитен вместо 
уравненя 

Ки ди, «+ 4. 
соотяошене 

Ади + ВЛь-н == — Ки, ь,...) 

зерзой степени по отношеню къ нензвёстнымь Ди, Дь,... ТавЪ какъ 

то же самое получится и изъ хругихъ данныхь уравнов18, то ршаехая 

сястема, даже будучи сначала запутанпой, приводится къ первой сте- 

пени; = ея рёшеше, производащееся базъ труда но извЪстиому элемон- 
тарвому методу, дасть значещи и -- Мы, о Дь,..., гораздо боле 

точныя, чВуъ первыя &, г,.., Поступая съ этамн повыми звачеными, 
кавъ мы поступали съ и, 0,..., мы получимъ значешя, еще боле точныя, 

если только это требустся; и такъ дал%е. 

Что касвется до кооффищептовъ 1, В,... то ижь можно взять рав- 
ными частнымь производвымь оть {(и, о,...), если эти посдёдия удобны 

для вычнсленя. Есля же нфть, когда это будеть видно ранёе пробы 

иеколькихь системь и-- Ди, у-+ Ди... неиввфетныхь значенй, раз. 
яачныхь, но близкихь къ системи и, %,..., Которая покучильсь, вавъ 

первое приближене, и когда число икъ, вообще, будеть по крайней 

ыВр равно числу нензязстныхь, —— то можно воспользоваться этяни 
попытками, которыя такимъ образомь прямо дадут столько Же Мочныхь 

значешй Га дя образовашя между 1, Б,... одинаковаго числа урая- 
нев первой степени формы 

(ища (В+... Е. 

Однако ихъ извзетныя вторыя части ДГ отдачеютен относительно 

мало оть того, чт онф пыбли бы, если бы пхъ вычисдить по, тольво 

приближенной, формул% (8), т.-е., ееля бы влестя въ дервыя . части 

вуфето Л, В,... точный частных проязводвыя {*, (м, о,...}, Ги т... 
Итввъ, р шеню этой снетемы уравнен: лервой етешеня даетъ для ко- 

эффашентовь 4, В, вподЕВ возможвыя значешя, очень блязыя 
въ Г’, Р»... Этоть методь будеть едннотвеныо возможный въ взвЪот- 

ныхь случаяхь, въ особенности, когда получають функщи /(н, т,...) 

въ видь сходящейся сора, получающейся изъ расходящейся носред- 
стаомь дифференцироваяя, что возможно (ем. часть П). 

Кром того, въ ханейномь приближенномь выражения Л/’а воэф- 

фищенты А, В,..., опредбленвые тавамъ образомъ, вообще не пред- 

ставхяють никакой помёхи для точности производныхь {’„, / 

бохфе удобныхь только въ случа® безконечно-малыхь увеличен Ли, 
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4у,...; вое-тьки часто предиочитают® н ихъ. Это происходать, напр., 
въ случав одного только перенфнваго и==: если назвать черезь а 
я Ъ два, довольно близвя другь оть друга, значеня, между которыми 
должно зарировать х, то мзлое уверичене [(2) — Г(а), которое можио 
выразить приблизительно черезъ 4(х— а), вообще образуется лучше, 
есяя опредёлить 4 изъ уравневя /(5)— Га =АФ-— а), т.-е. взять 
разсматриваемое точное увелнчеше нри второмъ предзлф д == совер- 

шенно такимъ же, какъ и при первомъ х= а, ч®хЪ тогда, когда взять 
А=Г"а); & это хёлаеть его нанвозможно приблаженныиь въ сосзхетвь, 

па 78 точнымь при этоме пре- 

ДВлВ в, напротивъ, все болфе н болЪе неточнымь по мёрё удалешя 

его оть этого предфла, т.-е. зЪъ самые момевты, когда в искомомь 
зыражени /(2) — Г(а) иножитель х— а, который уведячиваеть это от- 

ношене, — берется панменфе слабымь. Получаемая ошибка, которую 

стааются уменьшить только посл предфяь х==а, таввмь образомь 

будеть увеличиваться при приближен къ другому предёлу, тогда ЕАЕЪ, 
обязаняея уничтожаться хаже при этомь поелёдиемь предёль, когда. 

съ 2==а, али дВааеть огношене 

полагають А = 9-19 9, опа пе можеть сильно увелачиваться. 
—а 

Оплеращя, которая служать для ззыфны лакамъ образомъ, нежду 

двумя предёлами 2=а, х=Ъ фунвши Г(2) другой, боле простой, 
какъ вапр. /(а)-Н А(х- а), для того, чтобы получить съ изезотвымь 
приближенень пронежуточныя значеня /(2), называется интерполящей 

“включешемъ), есля старвютсн, чтобы бозе простая функлуя равнялась 
разснатриваемой /(2) пря двухъ предфлахъ, и экотраноляей, если бы 

ов® равивлаеь /(2) при одномь только предфяв; но варировала бы, 

какъ (2). Еслв болёе простая функщя первой степени — формы 

Г@+Ае-а) 

я когда, слФдовательно, дЪло идеть о томъ, чтобы хугу, нростираю- 

щуюся между абсциссами а в > кривой, которая выражается уравие- 

емъ у—/(х), звмзнить прямой у=-Ка)-- А(х— а), начанающейся 
©Ъ ВОНЦВ 2==а, то интерполяя заставляеть принять, какъ это и было 

и — ре иди замфнить дугу хордой, а экетраполящя — 

прянять, сообразно съ формулой ($), А=Га), вли продолжать дугу 

яъ направлени, которое она получзеть въ разематризаенохь кок д==а, 
замфняя такныъ образонъ ее ея касательной. В» обоих елучаахь, въ виду. 

предполатаемего постоянства отножешя увеличен: /{2) — (а) фуввши 

къ уведичевныь 2 — а перенфннаго, операщя называется, „онерящей, 

производимой при помота яропориональныхь частей“; но коэффишвенть 
пропортональности А не вполв® одинъ и тоть же. Предшествующя 

указано, А= 
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разсужденя показывають, что, интерполящя, когда ошибка уничто- 

жаетсн при обонхь предфлажь, болёе надежна, чЪыъ экстраполящи, в 
что она ТОЧНО тавЪ же гораздо летче, даже въ случа, ногда ничто не 
нЪшаеть вычислить прямо фунвщю при двухъ преджхахъ. 

Метокъ прибдиженя корней черезь двойное ложное предиоложенае, 

яослё того, какь получены два сосёднихь предёла х==а, х==Ь, даю- 

щихь обратные знаки первой части уравнешя /(2) =0, равнозиачуще 

предположению, въ интервал, 

О-о де- в =, 
$ —а 

и слбдовательно интерполящи, между тВиъ вакъ методь приближешя 
Ньютона заетавляеть брать между тли же предфлами 

[(а) 51) +Г@а) @—а) 

или прибфгать Еъ экстралолящи. Обыкновеяво эти методы взаимно 

дополяяють другъ друга п дають для 2—4 ВЪ то мгновене, когда 

Га) _Г@) 
д‘ Ра) 

и находится истинное значеше, Дайствательно, но привципу безпрерыв- 

8 То 

(в) =0, два приближенныхь значення — › между которыки 

ности или, скорёе, ностененнаго вареровая!я отношене 

лаетея оть своего вачальнаго значеня {”(а) во мфрё удален! я хоть а, 

и не перестаеть текнмь образонъ варироваль въ одномъ и тонь же 
смыслв, когда достигаегь своего значения ДА, отнесеннаго въ дру- 

тому предёлу +=, лишь бы только интерваль $ —а быль доста- 

Г этого отношешя 

въ неизьветный промежуточвый моменть, когда /(2) == 0, заключается 
кежду двумя количествамн /’(а) н А, очень мало разнащимися другъ 

1@) 
А 

точно тфсевъ; отеюда слёдуеть, что значеше 
г 

оть друга, & слВдозательно поправка, х— а, приходится между — 

в — Га) Н. 6, ичь изЪ двух этихЪ епособовъ С) [© если недо выбирать одниъ двух! . 

то слёдуеть брать прежшй и естественный способъ двойновю ложнело 

предположенёя илв разностей, который предпочитается по предылущиуь 

знифчанямъ. 

37. — Примвнене къ логариомическимь исчисленямт, 

Известно, что интернозащия посредством пронорщенальныхь частей 

употребляется для вычислейя десятичныхь логариомовь, ве содержа» 
щихся въ таблиц, напр. логарнемовь дробныхь чисеть, завлючаз- 
щихся между 1000 п 10000, когда въ таблицв даются въ этомъ интер- 

вал ев пятью десятичными знаками только логариежы пфлыхь чисель. 
д. п. НЕНАШЕВА, . 6 
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Чтобы увфраться въ вфрноети интерполящи, раземотрихъ относитезьную 
ошибку, которая входить въ искомую поправку, т.-е. въ кодичеетво, 
которое надо прибавить въ данному логариему извфетнаго числа я, 
чтобы инфть логариомъ разсматриваемаго Числа »-- ?, заключеннаго 
между в и в--1. Такъ какъ логариомы цфлыхь или дробныхь чиселъ, 

зхъ отноентельныя разности и опредфляемыя дроби этихь разноехей 

въ различныхь системахь логариеновь суть количества прямо пропор- 
цональныя модулям», то ясно, что относительная ошабва, получаемая 
при поправк, будетъ одна и та же при веёхъ системахъ; а это и в03- 

воляеть поступать такъ, какъ будто бы дзло шло о натуральныхь ло- 

: 1 
гарномахъ, или © фузкци с, которая иметь для производной —. 

= 
По форнуяВ стр. 31 отношене точной поправки ]6 (и + #) — 6», уве- 

диченя функции, къ соотвтетвующему увеляченю 1 перемёянаго, бу- 

деть равняться производной, взятой при промежуточномь значения 

в - @% перемВннаго; и есля вазовемъ черезь 6 эту точную поправку, 

то будемъ имвть 
ь 

©) “а 

: 1 
Но жжабличная разность есть зназенще, 6’ которое эта точная ло- 

в 6, 
правка получаегь въ частномь случа №==1, при которомъ я назову 

черезь ©, то, чтф обозначала 9; праввло же пропорщональныхь частей, 

звжлючается въ томъ, что 6 берется вообще равною своей дроби, или 

1 : 
полатаетея 9 — га’ меню приближениому 5 меньшему точнаго 

| 
значешя (9) на 

{10) Ай йо 9 А. 
0 п9, в-+0р и 0, 

Относительная ошибка велёлетые неточнаго прамнеша употре- 

9, дроби, которая не до- 
о 

бленпаго правила равна слёдовательно 9, 
ъ 

1 
стигаегь =’ тавъ какъь ея числитель по абсолютной величинё ниже 

единицы, а знаменатель больше я. Такамъ образомь, когда въ таблицв 

употребляють это при логарномахь цфлыхь чисель, заключенныхь нежду 

1000 и 10000, то интернозяща поередетвомъ пропорщовальныхь частей 

не измфняеть даже и тысячиой части производимой поправки; 8 таке 

вакъ нанбольтах. табличная разность между этим предьламн есть превы- 

шене, 0,00043, логариема 1001 надь логариемомь 1000, 10 ошибка 
никогда не достигиеть 0,00000043, количества, совершенно незамфт- 

Наго, тВЕЪ иЗкЪ оно не соетавляеть даже десятой чаети ивибольшей 
ощибеи, могущей повысить на 0,5 пятую десятичную цифру, чтб про- 
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исходить пногда отъ уничтожения десятичаыхь знаковъ шестого и выс- 
шаго норядковъ. 

Когда и превышаеть нфсколько едиияць, то бя ©, замбтио рав- 

няются |, согласно формул, которую ям разсиотримъ [№ 94, формула (13). 
Но это можно видфть и изъ того, что на равнохь раастоян отъ того 
и другого конца зночетя с == -- ;й, средаято между двумя разематри- 

заемыми (относительно мало разнящинися) виз, откаоненвя, ’(2), 

фунЕдин /(%), такъ же постепенно-изыфвяющейся, яакъ и 5х, полу“ 

чаютъ два значентя, 3% которыхъ одно превосходить /{н-+- $8) на столько, 

8, сколько второе меньше его; отсюда слВхуетъ, что безконечно-халынъ 
з равнымъ увеличенниъ 4х, берущамся, начиная съ двухъ значенй 2, 

такиыъ образомъ равноотетоящяхь отъ в--:%, соотаЁтствують два уве- 
личеня /'(#)@х Функщи, почти иуфющяхь туже сумму, какую бы оня 
нифлн, если бы каждый изъ нихъ равналел /’( -- +2): Сл@ловательно, 

сли хаже приблизительно сосчитать вара отлоненя /{2) между двумя 
предзлами хи п х==я- А, то все увеличеше /(и-- в) —/{п) функщя отъ 
одного изь этнхь прелфловь до другого будегь проязведешемь ностоян- 
нато множителя /(я +1) на сумиу В послфковательныхь увехиченй 42 

перемвниаго; а изъ этого слфдуетъ, что можно взять ®-- 11 дян про- 

межуточнаго значения, ране наззаннаго нами черезь я -- 9%, яли на- 
писать 9 

Поэтому, вели мы замфиви» Эа 0, черезъ + и крон того въ знв- 

менатех® пренебрежежь 9 рядомъ съ п, то абсолютная ошибка велд- 

сотые неправильности (10), сравячваемая съ таблачной разностью з+6,. 
м 

га 
“ вли равняться будеть г тавъ какъ выра- 

жеше МЕ — 1) или + —(—1? очевадно никогда не превысить члена +, 
въ которой оно обращается пра д ==+. Наибольшая ошабка, которую 

допуенветь разематряваемое правило интерполящи, слёдовательно, бу- 

деть лирть 8и’ой почти частью табличной развости. Эго правило, сл8- 
„довательно, сыёхо можло употреблять, не боясь изфнить пяти дебя- 

тичныкь знаковъ въ логарномахъ только цфлыхь чиеель между 100 

и 1000, тавъ каюъ разность между двухн десятичными логаривмами 

100 и 101 есть 0.00432, З»ая часть которой, т.-е. здЪеь 800-я, ие- 

инотимъ превосходить ноловину пятаго десятичнаго заава. Тавячъ обра. 

зомъ довольно р8дхо приходится исправлять на единицу послёднюю 

десятичную дяфру поправки, или, скорфе, логариома, которая уже 
въ таблиц для числа » можеть быть приближена только почти на полъ- 

единилы велбхотые нотршноств. 
Олнако видно, что интерпояящя перестаеть быть точной въ лога- 

раомичеенихь почисленяхе съ пать десятичинии знаками, когда та- 
блмчная разность хостагаеть Значешя 0.00132 или, что одно ито же, 

когда интерполятя предотавляеть относительную разность, доходащую 
в 

будеть дробью 
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до 1, между двумя поелёлующьхи чиесламя (яВлыми пли хробными) 

таблицы, которой хотатъ воспользоваться: действительно тогда, весла 

замфиить два послёдовательныхь числа, находящнся въ таблиц, и 

промежуточное число, Логариемь котораго требуется, другинт пропор- 
ональнымв, т.-е, имзющимя между своими логарномамн тё же самыя 

разности, но вычиеленными таким образомъ, чтобы разность двухъ дан- 

пыхь чисель табдияы равинлась едининф, то наименьшее изъ нахь 
(чисель) не превзойдеть 100, я ошабка, Бопускаемая правиломъ, мо- 

жеть быть боле : патаго десятичнаго знака. ВеяБая употребдяенан 

тебличиан разность, слфдовательно, должна стренитьея не превышать 
почти 400 едивиць этого порядка, если только не будеть употреблеяъ 

болёе сложный снособъ интерполящи, состоящай напр. въ сложения 

обыкновенной поправки съ дробью а-я =® чаблачной разности, тавъ 

что послёдняя останетен меныме извстнаго предфла (выше котораго 

этоть самый премъ уже ие.быль бы достаточент). 
Отмбчевный случай вотр®чается при синусахь и тангенсахь каЕой- 

хибо дуги, находащейся почти въ самомъ начал тритонометрическахь 
таблицщь; язбёгають здфсь пользоваться рекомевдуежынь правилохмь 

иптерполани. Такъ кавъ эти синусы и тангенсы нахохатея замвтно 

въ прямомъ отпошент съ свовий дугами, то ЗАсь можно прилогать 

только принцяиь малыхь увеличен, пропорщональныхъ не хогариомамь, 

а только чпсламъ, т.-е, фунещямь, синуеу и тенгенсу, еравниваемымт, 

©ъ дугой. 

38. — Дифференцироване какихъ-либо явныхъ функшй. 

Явныя функши конечной формы, соединенныя знвхами алгебры п 
тригонометрия, будучи ничфиь инымъ, Бавъ комбинещими проетыхъ 

функ, раземотранныхь во второй главь, приводатся въ фупщанъ 

фувещИ или ЕЪ сложнымъ фучещямъ этихъ комбинащй, Поэтому преды- 
дувая правила позволають дифференцировать п ихъ неё, НЁкоторыя изъ 

этихь правиль вфть необходимости даже доказывать; дЪйствительно, 

они простыл примфненя другихъ. 

Таково яапр. праволо, касающееся произведеня хуш НЖСколькихь 

множителей. Заставляя вартровать послёдовательно только 1, или 9, 
или зо, будемъ имфть тря частных производныя 1, ги, из; формула же (6) 

дветь для полной вроизводной произведея вон’ юцю’-Риою", 60- 
образно съ соотношененъ (1) стр. 33. Точно такъ же дв чветиыя пройз: 

1 —в и . 
водныя частнаго —, или иб`\, по отношению къ и ит, будуть У 

5 

изъ чего получается производная по 2, © „ нолучаеман 

такие и по форкудё (©) страмацы 83. 
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Кром того правило для жифференцироваюя функщи у==/(2), 
обратной хругой данной х = (у), непосредственио вытекаеть изъ пра- 

зяль дифферевцарован!я функц! функции; дёйствательно $(у), выра- 
жене 27а, не что иное, хакъ фувкшя фунЕци $[А)], и, слёдовательно, 

4х 

4: 
Г®) двукь фагурирующихь здфсь функц. Тавихь образомь эти двЪ 

производных прямой функши ф(у) в обратной Кг) равняются обратно 

одна другой, сообразко съ праваломъ стр. 39, которое эВеколько разъ. 

было примняемо. 

Какъ примёръ сложной фунещи, производная которой не была еще 

нолучена, возьмемъ эксионентную фувецю, имзьющую въ основанги перв- 

мьняое, уз=и’. Еа производная по отношению къ и есть проязводная 
стенени формы к” н дёлаетсн, слЬдовалельно, ки’—", тогда ЕЗБЪ вя 

производная по отношен!ю къ у есть производная эвепонентной функши 

формы а’я дфяается ив и. Поэтому имдемь у’ кб’ (° Пи)”. 
Коли, напр. и==х, и о==ж, или у-=х”, то получимъ просто 

ея производная вли |} будеть произведешемь производныхь 9“), 

ива) 

такъ хакъ и’и 2” обращаются въ единицу. 

89. -- Дифференциронане неявныхъ фузкцй. 

Точно такъ же производныя чеявныхь функ Ш, выраженныхь нерфшев- 

ными уравненями, получаются, и вЪ звифчательной фору, съ помощью 

предыдущихь правялъ, лянть бы только части этихъ уравневй были бы 

извфетными явными фунещама входящихь въ эти же уравнешя пере- 

ВиныхЪ. 

Начнемъ съ случая одного только уравпевя, даннаго въ фори1; 

Е, у) =0 пли даже въ болфе общей Р(х, у) = какому-либо постоян- 
вому си выражающаго независяное перемфниое х п фупкщю у этого 
самаго неремфннаго. Первая часть Р(х, у), въ которой у разематривается 

снечана, вакъ какая-либо фунвця 2’а, есть, очевихно, извЪотная сложная 

фунещя, нызющая для полной производной № (т, у) 5 Ру(еуу’. Но 

если постененно онредёлать у подъ тфыъ даннымшь условенъ, что, при 

вармрующемь д, И(т, у) не перестанеть равняться постоянному с, то 
эта поянан кроизводкая будеть постоянно ужепьшатьсн и сдается 

Е.Е, =0. 

Иваче говоря, отношене элементарвыхь изибненй 4х и ау, ко- 
торыя вспытывають въ каждое игновене перемённыя х н у, будеть 

опредьаяться въ ияду уравнешя Р(х, у)==е тЬмъ, что два соотвт- 

ственныя и безконечно-малыя частныя ухеличеня, Е’ т в Е, ау иля 

Е’ удх, фувкщя Е(з, у) могуть быть вамёнены другь другомъ. СлВдо- 
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зательно, получаются для у’ урзвневе первой сзешени, называемое 
уравнещемь Смюза (Эиае) 

дЕ 
- 9 Е. , ах _ _ (9). 

п Ри ду $ отсюда у За т, Ру 

ду 
производная нельной фувьши у выразится твкимъ образемъ посред- 

отвомъ дистаительныхь значенй 2, у переыиныхь; а это избавлдеть ` 

оть боле или мене труднаго изелфдовандя для нахождев!я, чВыъ сдф- 

даются гну въ сосвдетв® съ ними, 

Тавъ какь разсматриваемое уравнене Р(х, у) = не первой ете- 

пени но у (если бы этого ве было, то непосредетвениое рёщеше его, 

изыфнило бы у въ явную функцию 2’8), то одна по крайней р изь 

двухъ частныхь производныхь РЁ, именно (а, У) будуть содержать у 

въ своемъ выраженш. Итакъ найденная производная у’, частное оть 

дфленя — Ё, на №, будеть отличаться отъ производной, которую мы 
получвли бы, если.бы фувкая у была явной, тзыъ, 970 ек звачене 

будетъ выражаться не только въ видё фувкщн д’а, но также и въ 060- 

бенности въ вид фуакщя у’а: обетоятельство, которое въ конц кондовъ 

заставляеть, если хотятъ вычислить у’, рышить уравнеше Р(2, у) = с 
пры настоящемь значети д’, во изъ когораго еще вытеваеть, всл$д- 

сте того же самаго ирема, въ случаВ, если получается нЪсколько кор- 
ней у или вфеколько рукавовъ (паправлев! И) кривой (т, у) ==с, — важ. 

ное преимущество получать дяя вофхъ ижь одву производную одной я 

той же формы, перемфняя корни только въ зависимости отъ различных 

зваченй у. Если, напр., ураваене Р(х, у} ==ес имфеть за первую часть 

рашювальвую и цблую функщю 27а н у’а, кзкъ это и получается посл 

уничтожен знаменателей и неключев:я радикаловъ при разематриван 

алгебравческахь кривыхъ, то чаетным производных №’, Р’, будуть также 
двумн поляномами; умовой коэффиииенть у’ касательной будеть выра- 
жаться рашональной фувкщей а’а и у’а, гораздо бодфе простой, чЧЁмъ 
выражене, которое составзяется изъ радвкаловь и къ которому при- 
вело бы дифференцероваше ненвивго значешя у’а въ случаякъ, все же 

менфе трудныхъ, если бы уравнене Ё(х, у) =с было рёшено алкебранчески. 

Пусть, кввъ примфрь, дано ураввеве элхилса 

аи — 0 
ЗАВеь с=0н № (х, у) == а?у1- 6742 — в6*, отеюдь 

Р.=2ых, Г, = ау. 

СлФдовательво подучаетея дли углового коэффишента касательной 
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Фузьщи у, обративя другой х==9(у) можеть быть представлена 
еще кавъ замбчательный примфрь неявной фувкщя. Она, дёНстви- 
тельно, опредфляехся нерхшеннымь уравнешемь х— (у) ==0; это дветь 

Е, )у=12—9(), Р.—1, Р,=-— 99): отсюда, по (1), у’— 

согласно и правилу, почти очевидному и приводимому нами нёеколько 
разъ, для дифференцеровая таких видомь функц. Он, вакъ ны 
видфли представляють ху особенность, что яхъ производиан не зава- 

сить прамо оть незавнсимаго перемфннаго 2, во только отъ функции. 
Перейдемъ теперь въ случаю нзсколькихь неявныхь функц у, 2, +, 

т.-в. пуоть будеть дано между у иу, 2, м для опрехфленя этьхъ фуньшй 

одинаковое число нерфшенныхь уравневй формы Г(л, у, 2, м) = 0, 
Ф(х, у, 2, и) = 0, ф(х, у, 2, и) =0, наи, въ боле общей форм, 

Пр, у, 2, дес, фа, уу г, = 6,, фа, у, в, =", 

тдб е, с’, с” обозначвють каыя-либо постоянных. Такъ вавъ перемфн- 

ных у, 2, и вармруеть съ г такъ, что слокныя фуннщи Г, ф, ф ©0- 

храняють свои хервоначальныя значеня, то здВеь можно будеть опять 

уничтожнть полныл производных первыхъ частей /, ф, ф, т.-е. взать 

между у’, 2’, и’ уравиеня первой степени съ коэффящентами — фуяющями 
та, ууь га, ша: 

д ды 

@2) ый. у 

Итедь, хода мюсколько функий одного переньннао опредьдены равнымь 
чиеломь неръшенныхь уравненё, то производныя этить функий полу- 
чеютоя, кань бы ни бызы сложены данныя соотношвня, если рышить 

простую сивтему уравнемй первой степени, кь которой приводить 

дифферениироваще этихть соотношений. Изъ этого слёдуетъ, что, если 
разематриваеных уравненя — злсебраичесвйя и освобождены оть свояхъ 

радекаловь, то выраженя исконыхъ производныхь у’, д’, и’ содержать 
рашонально независиное пережфиное х и самыя неявныя фунющи у, 2, и; 
золфдетые чего эти едимичныя выражешя даютъ столько различвыхь 

системь значенй, сколько ихь есть при неявныхь фувкщахъ, т.-е. 

сколько корней у, 2, и, коставляеныхь данвыми уравнешями носдЁ 

подстановки дфйетвительнаго значеня выфсто 2. Велфдетые этого нельзя 
избавиться отъ опредёлевя въ Бонн концовь этяхь системъ значений 

у’а, га, и’; во числовое ршеше уравненёй будеть удовлетворено, визъето 
обиныю ртущеная иаи безконечности числоваль ртшенй, кода будет» узнань 

прямо способь варзированая функий у, 2, и въ сосъдетеь сз ить дьй- 

ствитемными значенями. 
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41. Квезлельная плоскости къ поверхноети. 

Вогда поверхность представляетсн извзетнымь уравнешемь формы 
#=/(х, у) нежду своей ординатой 2 и координатами х н у, — 10 д д- 

хаетоя сложной фуньщей, завясящей въ концф колцовь только оть одного 
перемфннаго гирн вебхь ливяхь, ММ” напр., проведенныхь на этой по- 

. верхности. Если проведемъ парал- 
леяи, какъ Ми, М%н’,..., вЪ оби 
я'овъ, то ихъ основаня т, зи’,... 
нь плоскости ху образують из- 

‚ вфетную лимю, гдВ шву, 50- 
ординаты какой-либо точкя т, 

будуть, напр. фувкшами вепо- 
когательнато переминаго {, тавЪ 

БАЕЪ эха линёя получается съ по- 

мощью мобила (стр. 20}; соотвёт- 

ствующал же ордината я М -=- += 
= Их, 9) тоже сдёалетен. фувк- 
11е8 Ра при пожощи проможуточ: 

ной фувкщи х`а и у’а. 

Пусть для краткости 4 
Ра. и. у р 9х 

= 4, пли назовемъ черезЪ риа 

деф соотафтетвенныя частныя производвый /*. 4х, у), Г,(х, У), которыя 
кронЪ того мы предподожимъ безирерывными и вполаё онрехфленяыми 

во всякомъ сосвдетвВ съ разежатриваемой точкой зж(х, у) вихоть до 

очень малыхъ разетояй. Производная 2’ очевидно будеть рх’-- ду”: 

въ другихь словахъ будемь имть 

(16) 4: = раз + аду. 

Предиодоживь это, мы увидим, что на поверхности сть самой 
точки № и во всовозножныя стороны можно провести. безвонечность кри- 
выхь, кань ММ’, воторымь будеть соотвётотвовать на плоскости ху 
столько же лаый эти’, образующихся вохругь зи. КаЕзя-3060 ТОЧЕЗ 
М’ -- ау, у-- ау, 2 - 4г) поверхности, безконечно сосздииа въ М, мо- 
жеть такимъ образомь быть соединена съ ной элементарной хугой ММ’, 
касательная къ которой въ М будеть продолжешемьъ, М’ Т, еа хорды ММ’, 

въ прадбльномь положени, которое мы и нифли въ виду, употребляя 

обозначешя 4х и ду. Еели мы назовемь черезь ла, и, г, Боордяявты 
движущейся точки Т, образующей эту васахельную, то хра разности 

21— 2, у: — у, #4 — 2 будуть варшровать, по отличительноиу харажтеру 
прамыхх въ пространств, нропорцюнально №97; сохраняя нежду собой 
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яостояино т же самын отношеня, что в% то мгновен!е, когда 7’ находи- 

лось въ Мн когда и, — 9, 9—9, „— 2 равнялись 42, ду, 4». Диффе- 
реншалы 4х, @у, @ё могуть быть замёнены иъ уравнони {16), яоторое 
содержать только ихъ взаниных отношондя, через м; — 2,9; — 2—2; 
тотда между яодвижеными. координатами т), у, в вобхъь продол- 
женныхь бозконечно малыхь хордъ, или засательныхь, образующехся 

въ № на поверхности, — получается соотнощеще 1-ой степени 

{17) д, — а= р, — 9—5). 

Но въ этомъ отношен!и, ед 2; — х варшруетъ пропорщюнально 2—5 

такъ, ч10 уу не измфызется, и пропорщонально уу — у (съ др. 
хоэффищентомь пропоршональности), лишь только 2, — х остается по- 
стояиной, — можно узнать уравнен!е плоскоети. Оно позволяеть намтъ 

ая ховатольно сказать, что касательная кь повертновти, вращающаяся 

‚на ней вокруь своей точки контакта, чертить плоскость, вли еще, 

что въ безконечно маломь пространствь, окружающемь разсматрывавмую 

точку контакта, поверхность походить ва эту плоскость в такой 

мьрю, 65 какой кривая — на свою касательную. ДВйствитезьно, вояваа 

лин, какь ИМ’, лежащая на поверхности, можеть, начиная съ М, от5л0- 

ниться оть разематриввомой плоскости только до своей касательной МТ, 

разетояще которой до какой-либо, М’, изъ сосфдвихь точекъ кривой 
разно просто иронзнеденщю соотв тствующей хорды ММ’ на зшиз без- 

конечно малаго угла ТММ” этой хорды съ ей предфльнымь направле- 

емь МТ. А зелёцотые того, что всякая неподвижная прямая, вы- 

ходящая изъ М, но отличающаяся оть МТ, образуеть съ хордама 
вродв МИ’ и съ МТ конечные или замфтные углы, — то & всявая 

плоскость, проходящая черезъ М, но инвя, ЧВмъ ифсто касательныхь МТ, 
будеть занимать свое ифсто подъ конечнымь угломъ и будеть отодви- 

таться безконечно дальше, чёыъ это м8сто, оть поверхности въ с0- 

сВдотвВ сь М, 
По этимъ причинахь плоскость, представляежая уравнешемъ (17), 

назыазотся касательной въ М(т, у, 8} въ поверхиости. Можно видьть, 
что существуеть одна лишь плоскость, которая проходить черезъ точку 
контакта ЛГ и к воторой всякая точка коверхности будеть несравненно 

ближе, чмь къ самой точкВ вовтакта, въ очень иаломь район вокругь 
этой послёдней; велёдотые этого и касателькая къ кривой есть едиЕ- 

ственная прямая, которая проходнтъ черезъ ея точБу контакта, и къ 50- 

торой соседи точки кривой будуть безконечно ближе, чфмъ къ этой 
точЕВ контакта, 



ГЛАВА \. 

Производныя и дифференщалы высшихъ порядновь; “кривизна 

плоскостныхь кривыхъ и дифференщальный лараметръ второго 
порядка функщм точки, 

41. — Производныя выешаго порядка: прим ры. 

Такъ какь производная функши у=-/() независииаго перем н- 

наго х есть новая функ Е или { (2), то эта посяфдняя во вевхь при- 

ифненяхь анализа постепенно измфннетея, какь и у (3& ясключеншемь 
иногда случаевъ изолированныхь зналенй х’8), почему и ножеть быть 

разематриваема, хакъ обладающая въ свою очередь производной; эта про- 

изводна пероой производной называется второй производной фунеши 

{(2) али у. Въ снособЪ обозначен Ньютона вли Лагранжа это предста- 

вляють квуми черточками вверху, которыя ставятся за буквой, обознз- 
чающей фувец!ю, г.-е. вишуть вапр. у” пли / (д). Собственвая производ- 
ваз этой второй производной получаеть назнане третьей производной п 
выражается при номощи трехь черточевъ, у” или /”*{%) и такъ далфе. 

Возьмемь, какъ первый примфрь, многочлель какой-либо ифлой етё- 
пени т, 

у Аа" + Ала Аз .. 

Диафференцаруя его первую производную 

9’ — тд (и — 1) Ад" (в — 2) АЗ. 

которая есть новый поляномъ, но т — | степени, мы похучаемъ 

г у э (т — 1) А (т — В (т 2) 4.2" +..., 

то же самое и для слфлующихь нроизнодныхь. Степень результата, умень- 
шаетея на единицу при кавдомъ дафференцирозанн; велёдетые этого 
э’ая производная, уг == (1.2.3.4...) А, будетъ лщиь нулевой степеяи. 
Таким образомъ код функция — рашбональная и цилая, то ея произ- 
60дная порядка, равшио степени функщи, обращаетея въ востолнное, 

& производныя бомье высшить порядков дъяаютея нулями. 
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Какъ второй примфръ, пусть даны будуть три фунеши 

уе, усов ищи (ее *), узезшвх или 1 (е°—е 

Известно, что, если дёхо идетгь о первой, то производная ея равва 

ей самой: отеюда легко выводатен то, что, еслн берутся вторая н третья, 
то каждая изъ нихь будеть производной для другой. Саздовательно, 

экспонемтние ноличество в” снова подваяетея яри веяхомь дифференци- 
ровани, в зитерболическоя функийи со х, зшЬх при всякой пар диф- 
ференцированй. При эксионевтной фуявщи у== =’ это выражается урав- 

вещемь у’-=у, & при фунёщихь у= созВх, у-=зтНл уравнешемь 

у“ у. 
Наконець возьмем, как послёдьй приифръ, деф круговыхъ функ- 

Щи у=-0055, уз зак. Зифеь важдая изъ нихъ имфетфъ другую для 

<воей производной, съ веремфной знака, когда дефференцирують ко- 
сивусъ; эт0 значить, что при нвхъ взыфнев!е знака, но только ОДаиЪ 

разъ при двухь послдовательныхь дифференцировашяхь, происходать 

востолнно. Ол довательно, каждая изъ двухъ вруговыхъ функций у-== 052, 
у==зшх появляется снова только вь абсолютной величинь поередствомь 
Эвуть дифференчированй; и здфсь существует уже не уравнен!е у”== у, 

хакъ при гиверболическихь созтизахь и зииз’ахь, 8 уравневЕ у’-= —у 
или у”-- у=0. Принимая во внимаше знаки, вадо будеть, слвдовалельно, 

сдёлать четыре послёковательныя дяфференцировая, чтобы прйти 

снова къ первоначельной фувкнш. 

48. — Обозначеше этихъ производныхь дифференшальными 
частными; символичесвя обозначейя и дЪйетыя. 

Обозвачене Лейбиниа прилагается также ЕъЪ производнымь выс- 

шаго порядка, такъ какъ это всегда первыя проазводныя других вро- 
изводныхь и такъ какъ велкая первая производная есть отношен!е двух 

безконечно-малыхь одновременныхь увеличен фунющн, которую диф- 
ференцирують, и ея перемфинато. При исчислени второй производной 

у’=Ё’(а) дафферевцируется уже не сама функщи у, а лишь ея ироиз- 

4 водная 
4х 

Чи 
ремфинаго, естественно пишетех черезь 4 1 

дифферевшаль которой, соотвфтетвующий увезиченйо 4х пв- 

эта вторая производнах, 

Е 
слёковательно, будеть обозначаться черезъ ——^ Третья производная, 

[ 

частное дифференщала этой новой фунвшя ва 4х, будеть вуфль лля своего 

ай 
8 ЫР 

в такъ далфе. Для краткости согласвлись дафферен- 
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пирующуюся фунЕШЮ, когда она уже проязводная, и, слёдовательно, 

дробь, — ставить не числителемь ина оставшееся свободнымъ мфето 

въ йа, но позади этой фивтивиой дроби г в вЪ той же строк. Пер- 

р а 
вая производная можеть, тавамъ образомъ, быть написана черезъ 22" 

если не проще черезъ 4, но вторая производная, дёйствательно, обо- 
г 

значится черезъ аи, третья производная черезъ 944 и тавь далве Ре д, дя ТРЕТЬЯ Пр тео д и ` 
Знакь Е дълается, такимь образом», простымь указащень диффе- 

„ренцированя, производимало по отношеню ко # надь написанной посль 

9т010 знака функщей. Всякое аналогичное выражеше, которое въ фор- 

мудахъ походать на обыкновенное алмебраическое выражеце и можеть 
представить количества, ло, въ дЪЙствительности, повазываеть только 
взвфстное дёйетвю или навфетную совокупность дёйстьй, долщенствую- 
щихъ быть произведенными надь указанными (ила могущимя быть) по- 
зади количествами, — вечкое такое выражене ивзывають символичеснимь. 
Эта роды выраженй очеяь удобны, когда параллельно тому, 97 мы 

видфли при раземотрёна символа 5 безвонечно-малыя или друг я ука- 

зыввемыя ими дФйствя слдуютЪ одни за друсими и связываются, какь 

алгебранчесв!я дфйстыя, которыя пришлось бы проязвесть, осля бы эти 

выраженя представляли настоящ]я количества; дфйетвятельно, тогда 

Достаточно будеть приложить, почти механически, къ нимъ обыкаовен- 

ныя правила алгебранческаго исчислешя, чтобы можно быловь ковцё 

дфйстый результаты, данные этимъ почиеленень, въ нфжоторомъ родь 
перенести въ анахизь безконечно-махыхь, гдф ихъ емысль дфлается 
совефмъ другвмь. Уже въ алгебрё и въ теори круговыхъь фувещи 

{ 19) знакь У 1 быль истиннымь символичесвимь выражещемь, 

опособвымь замЗярть извфетные способы ‘комбинировашя въ неханизи в 

дЪйствЙ нндь колочеетвани, в мы видфли, насколько полезно было 

употреблене этого символа. 

Но вышеобъясненнымь обозначещемь производныхь высшаго по- 
рада самъ Лейбнииь не быль удовлетворень: онъ еще болве упро- 

стиль его. Объ этомъ-го будеть далёе рЪчь. 

49. — Разноети и дифференшалы высшаго порядка. 

Будешь послёдовательно продавать перемвнноиу д фупвцщи у=/() 
малое уведичене или малую разность Дж, сколь угохно слабую, яо по- 

стоянно равную, т.-е. одинаковую при всякомь настоящемь значени 
2’, къ которому ее прибавляють, или при всякой фувещи 2”, при ко- 
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торой она употребляется въ данвочъ вонросф. Соотвётетвующанся раз. 

ность, Ду=(е-- 4%) — [(2), фунищи Из) будеть, какъ извЪотно, вы- 
ражентемъ [/'(2) + 214%, гдВ г обовначаеть функдо аа и Да’а, очень 

мадую при воёхъ знеченяхь х и даже безелёдио уничтожающуюся, 

если постояпное 42 равняется нулю. Тавпиь образомь Лу есть новая 
фувещя х’а, относительно которой, несмотря на ея пезамётвую ма- 
доеть, можно разсужлоть такъ же, какъ мы это дёлали относительно 
[(®). Еели же взять разность А4(Ду), получающуюся оть увелаченя 

въ его выражевш, д’а на Дх, и если разематривать такиьь образомъ 
превышене /(7 --242) — /(2- 4х) надъ Г(#-- 42) —/(2), то это бу. 

деть тфиъ, что назызають второй разностью данной функ у. Эта 

разность первой разности, очевихно, будеть писаться черезъ 44у, или, 
ддн сокращен!я, 4%у, представляя символической степенью 4? повторе- 

ве 44. Но фунашя Лу, бухучи произведешемь постояннаго множителя 

на перемфниое колвчество {^(=)--&, очевидно, увеличивается между 
однимь вначенехь э’а и сл»дующимь на проиаведене соотвфтетвую- 

шато увеличеня, 4/”(+) -- Де, этого перечфнвБаго количества на по- 

стоянный множитель 4; поэтому инфенъ 

[0 зу == 14709 4 6 4х. 

Но малыл увеличена 4/2), 4ё выражен 72} п г выражаются 
И [3 . 

пасредствомъ производныхь /“(2), ы этихъ функ, какъ выражали 
а: 

мы 4/2} поередетвомъ /’(2); вежёдстве этого, называя черезь 2; я =” 

двЪ новых, ташя же функц, какь п х, т.-е. уннетожаюдуяся, когда 

постоянное 4х обращается въ нуль, мы можешь написать 

ЭР И’) =, 

иля, черезь подстановку ихъ въ (1), 

@ у ны че ыы 
: 4 

Но въ выражени, завлюченномь въ квадратных скобки, членъ др ть 

той же свмой природы, что предыдуший =, или елфдующЕЙ =’, и дветь 
выботВ съ ними общую сумму, стренящуюся въ одно врема съ 4х 
хъ нулю. ДФйствительно, съ одной сторовы, фулкщя и’а и Ал’а, ва- 

зывзеная черезь &, уничтожается миры всъть значеняхь д’, когдв д8- 
4 

лають 4т-=0, а елёдовательно ея производная пр в я подавно 
Я 

4 
нуль; сь другой же стороны, эта производная => эъ виду принципа 
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постенениаго вартровашя, что мы допускаехь здфсь во всёхь данныхь 

фунЕщихь, — не можеть получить нулевое значене, относящееся в еду- 
чаю, когла 4” уничтожается, не приблюжаясь неопредёленно къ неиу 
по м$р% того, какъ Ля все болёе и болве дёлается сосфднимь съ пу- 

4 
лемъ. Сумиа г, -- 1 --#, сяфдовательно, есть новая унечтожающтаяся 

Ча 
фувеШя 2’а в 4а’а. Если ее предетаваять черезь 2, то выражеше 4?у 
едфлается 

{3) у — [р - в, (49. 

Это есть новая Фунищя 2’а. Возьмемъ разность, которая назы- 

вается третьей разностью функщи у н которел будеть изображаться 
черезь 4(.%у) вли, просто, А?у; такъ вакъ у равняется 

К - 24а — эГ(е + 48) + Г@), 

то этв новая разность будеть превышененъ 

Пе--3 4) — 4-24) --(е-- 42) вадъ Г(е-- 24а) — 212-48) Г). 

Ея значев!е, произведеше постояниаго иножртели (2)? ив увеличеше, 

которое получить неремфнный ниожатель /"(2) +- г, когда х увеличатся 

на Ах, очевидно, будеть равняться [4/2 -- 4] (42)* п разсуждеше, 
которое иыфло мёсто ври выводв формуль (1) и (2), позволять напи- 

сать, еслв назвать черезь «, новую уничтожающуюся съ 4х фувкщю, 

ау —= [р Ка 

Это продолжится до ®’ной разности, 

{4) Муж) ,] 4)", 

значене которой, дВленное на (45х)", даетъ 

Д”я 
(5) Деле, та" 

Если же теперь предположить, что въ этомъ послднемъ выражеяйи уве- 

личеше Дх будеть браться все бохёе и бодВе налымъ, то =„ будетъ 
стремиться къ вулю, поэтому ножно сказать: 

з’ая производная функши есть предьль, кз которому стремится 
отношене той разности этой функийе ко #’ой стенени разности пере- 

мтъинио, кода эта посльдняя разность, предполаемая одинаковой во 
время образованя вепль нослъдовательныхь разностей функши или при 

веъхь разсматриваеныхь послидоватезьныхь значенять перемьннозо, не- 

опредъленно приближается кз ную. 
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Лейбниць выразиль, кавъ в при первыхь разностяхь Дх в Ду, же- 

лав!е разсматривать только предъльные результаты, замВняя знакъ 4 

знакомъ 4 и иазвеще „разность порядка я“ ея умевьшительнымь „диф- 

ференшаль порядка п“. Подобное желане, очевадно, упичтожаеть въ фор- 

мул (5) вчянфе члена &„, долженствующаго уничтожиться въ предфлф: 

велфдетые этого полстаяовка 4 ча изето Л праводать эту формулу (5) къ 

{8) р 

Илакъ э’ая производная функши есть частное знало дифференаля 
этой фуикии на ную степень дифференшала перемьнноо, мишь бы 

только ею значемя были равноотстоящи дру оть дру или ео дид;- 

Фференшаль оставалея бы однимь и тъмь же при исчислеми дифферен- 

зйаловь разныхь порядковь функций вплоть 90 наивысииио изь разема- 
приваемыхь. 

Такямъ образомъ какая угодно производная можеть быть выра- 

жаена непосредственно черезъ соотафтствующАй дифференизаль, не при- 

багая къ производнымь невьшихь порядковъ. п у”, у””,... СУТЬ про- 
Фу а 
дя" аз» 

передъ обозвачещемф предыдущаго нумерз, но преднолагающй всё по- 
ся»довательныя увеляченя @х равными, а но произвольно измняющи- 

мися оть одной производной до другой. 

стыя отношеня способъ обозначеня, предпочтительный 

50. — Употреблен!е разностей выситаго порядка въ чиеловыхь 

исчиеленяхъ: случай цфлой функщи. 

Въ исчнелещяхь приблищеня, гдф заставляють независниое пере- 

мфиное х увеличиваться малыми и равными увеличешями Дх, эти по- 

слёдьйя очень часто такъ слабы, что выражеше г, въ (4) рядом съ 

159 (%) составляеть вообще относательно очень незначительную ошибЕу, 
Поэтому полагвють, почти точно, 4"у==79 (4) (4=)", Тавъ какъ произ- 
водвая /°)(5) обывновелно иметь унфренныя значеня (по крайней мёрё 

хогла в не слишкомь везнко), то первая, вторая, третья,... разноети 

соотвётетвенно могугь быть сраввиваемы съ 1х, (42, (4%}3,..., те, 
он суть нерваго, эторого, третьяго,... порядка малости. Итакъ, если 
разематривать функцио только въ зидимомъ промежутЕ, заплючающемь 
уифревное число т выбранныхь, равноотстонщихь аначешй перемфи- 

ивго, и есхи, слВдовательно, складывая но крайней м$р% только т по- 

слёдовательныхь эначевй какой-либо разности фунвщи, не бояться 
слишком сильнаго накопленя ошибовъ, — то всё разноств извфстнаго 

и высмаго поряхеа, даже взятых числами, будуть такЪ малы, что ихъ 
жожно считать нуляки. Тогда разность, нанболве позвышенная изъ про- 
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чихь не превебрегаемыхь разностей, будеть постояний въ разематри- 
ваемыхь предёлахъ п, будучи ирибавялема къ самой себ®, можеть слу- 

жать для исчисленх послфдовательныхь значен!й предыдущей разностя, 

начиная съ одного изъ нихъ, полученнаго прямо; изъ этихъ значений 
точно такъ же будуть получаться, посредствожь простыхъ схоженйй, зна- 
ченя разности ва единицу меньшаго порядка, и такъ далёе вплоть до 

вамыхь вначеый данной функши, которая можеть быт! разсматриваема, 

жавъ разноеть нужевого порядка. 
Этоть премъ не пригоденъ только тогда, когда функщя вартируеть 

очень быстро, быстрёе, чфмь это обыкновенно бываеть. 
То же самое будетъ спранедливо н при рашональной и дёлой фуякца 

степени ж, если только она допускаеть почислеше разностей вплоть 
до разностей игаго порядеа: хВйетвительно легко понять, посредствомъ 

непосредственнаго разложеня, что, при конечныхь разностяхь нолп- 
вома /(%}, какъ и при его дифферёнщелахь или его производныхь, 

степень при х уменьшается ина единилу при каждомъ дифференцирова- 
ни, т.-в. при переход® оть подинома къ его разности нли отъ одной 
разности къ слБдующей; веяфлетые этого я’ая разность — постоянное 

количество. 

58. — Часхныя производныя различныхь порядковъ и соохвфт- 
етвующе дифференщалы еложныхъ функщй. 

Мы вадфли (№ 35) то, что касается до яервыть частныхь производ- 

выхь сложной фунецит /(м, 2, 0} нфеколькихь перемнныхъ. Напр, одва 

из нихъ, производная по и, есть /* (м, о, №) или Гоби ти зы) ®) — 

Г 
ды 
которая лишется через 4,/, имфеть выражение [/*(н, ©, 10} -- =] ды. Но 
первая проазводная, будучи сама фунещей отъ и, о, 0, можеть въ свою 

очередь имфть частную производную или но отношению ЕЪ м, или по 

отношеню къ, или по отношению къ ю; и эти послдн!я такныъ обра- 

зожъ будуть вторыми частными производными данной функщи, пройя- 

водными, которыя будуть писаться черезъ 

лин, (изо), [ант №) 

Эа аи 99. 
ди ди’ ди’ дю ди 

н соотвфтетвующая малая частная разность [(и-- Лис) ню), 

изн еще 

Есаи въ фунвщи ЛИ, ©, ) придадуть къ одному изъ ея трехъ пере- 

Уфняыхь ц, о, м малое увелнчеще Дм, или Ду, или Дю, равное увеличе- 
50 пиво же имени, какое уже вводили для образовамя первыль раз- 

ностей, то получимъ то, что называется втойыма частными разчостлии 

4,4.р, А,А,Г, 4„в,Г. ` 
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Разсмотримъ напр. второе, 4,4,Г, увеничене 4„{”а, которое полу- 
Заеть значене [/’.(м, г, 0)-+ =] Ди, когка у увезичивается на Ло. Оче- 
видно, это увеличеше равняется произведено постониваго множетеля 

Аи нв частную разность по отвошенню въ 9, 4,/”, (м, 9. 0) -- Д.ё, пе- 

ренфннаго множителя; а въ этой разности 1,/”,(, %, 2) и Д,ё вром% 
того получають, все въ виду оспояного правила существовавя произ- 
водных, выражешя 

оную, 0) 2] 40 , Е + Ла, 

ТДФ в; и &' означають двЪ извфстныя функши,- которыя уничтожантся 

св 4%. Имень, слёдовательно, одвнаково съ (2) 

(2) да.Г- очки дом. 

Но г есть фувкшя, которая при 4и==0 уничтожается, каково бы 

9е де 
ни было +, я даетъ 0. А это значить, что производная Зе’ В свою 

95 9 

очередь функщя и’а, га, и’а и Ди’а, для жоторой мы донускаемь по- 
стененное варшроваше по отнотеню къ каждоху изъ этахь перемёя- 

ныхъ, дёлается сколь угодно малой, каф и 4, когда 4 берется также 

очень малой. Итактъ, если назвать, напр., Черезъ =, сумну аи, 

уничтожающуюся, котла Ди и Де стрематся одновременно въ нулю, то 
получаене соотводгене, аналогичное (3): 

03) АЕ шоб у чб) вр Мо Чи. 

Эта частная разность 4,4,Г веть тавже фунещя э’а, ©, шо. 
Но ножно взять разпость по отношению къ и, въ в, КЪ 2, произ- 

зедеше постояннаго множителя Лофи ва соотвфтетвенное увеличеше 

множителя /”,„-- 2: 910 будегь третьей частной разностью али раз- 
ностью третьто порядка. И точно такъ же каждая вторая частная про- 
изводная, дифференцарованная по и,0,10, дасть столько же эиретьить 
застныхь производныяа. Боли, изир., вар!яруеть в, то, очеведно, най- 

демь, называя черезъ г, количество, стремядееся въ нулю съ Ди, 4% 

и 4%, 

04) Д.А.” (и, ъ, к) в] Аю ди ди. 

Мы получали бы подобную формулу для всякой другой разности 

какого угодло порядка. 
Сходство между разностныи какого-либо порядка и соотвбтетвую- 

ими производными, доказанное выше для функщ одного лишь пере- 

мфинаго, сурдествуеть я въ сложныхь функщяхь, гдф заставдяють раз- 

2. п. НЕБА ЕВА. т 
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лпчныя перемённыя варировать лишь нослёдовалельно; это основано 

на твхх же обетоятельствахь, что и въ предыдущемь случаев. Раздф- 
химъ, нанр., равенство (14) на произведене постоянныхь иножнтелей 
Дас, де, Ан; затьыъ измВнимь 4 въ д или равности въ дифференшаль, 
зтобы показать стремнене перейти къ предфлу, и, сл довательно, чтобы 
инЪть право уначтожить исчезаюлия количества, изкЪ &;. Тогда получиуъ 

9,9, 9„Г. „ —0 @5) А 

Такимъ образонъ, осякая частная производная какою-либо порядка 

сложной функиди есть отношеме аналошчное дифферениала функии 

#3 произведем соотвьтетвующить дифферениаловь (предолияемыть 

оетоянными) перемьнныхь. 

Чаетныя производных какого-либо порядка сами будуть простыми 
дифферениальиями частными. Кром того, въ числителяхъ уничтожають 
Значки и, ©, ш, вакъ это хёлахи при частвыхь перваго порядка; дй- 

ствительно дифференщалы ди, 47, @ю соотвьтствующехь перемфиныхь 

фитурируеть въ знаменателяхь к указывають достаточно лено, что диф- 

ференцироваяя должны быть производимы по отношеню къ этвмъ’ 
перемфивымь, слдуя въ обратномь порядкВ съ тВмь, въ кажомь пред- 

ставляются пхъ дифференшалы; напр. производная {”,.„ напитетея 

99а 8 . 
черезъ дрдьды 1МИ проше, черезъ употреблеве символическао показа“ 

ур 06 де 
93 

зпеля, равнаго чисду посл»довательныхь 0 числителя, 
дев до ди 

54. — Нарушев!е порядка частныхъ дифференцированй, 

Но даже не вужно наблюдать, въ какомь порядеВ елёлують диф- 
ференщалы 4ы, 4, 4ю вЪ знаменатель; дфйствительно, веяхая частная 

производная сотраняеть ту же самую величьну, всли измънлють по эие- 

данфо порядок», въ каномь идуть дифференшалы, которые при этомь 
яохазаим по отношеню кь различнымь перемьннымь. 

Докажемь сначала эту теорему для случая двухъ дифференциро- 

звЫй, предполагая, что будемъ выть, напр. 

ВЗР (и, 9) бб, 7}. 

од ди 

Очевидно, для этого достаточно увидёть, что 4,,Ё(н,5) =, Ки, е), 

тавъ кажъ получится 4,4,Г=4„@,Г и, сяфдовательно, ги = 

пренебрегая даже, въ этахь двухь предфльныхь отношеюнякъ, никакямъ 
уничтожающимея колвчествомъ. Дъйствятельно, 4,Г обозначаеть увели- 
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чеше (и 1н,®) — (и, в), а его разность по отношению въ #, презы- 
пене поваго значения /(и-- Ди, о 4) — Ки, о-- 45), получающатося 
оть увеличендя 7 на Ду, надъ первынъ значешемь /(и Ди, 5) — {4 0), 
иыфеть для разложеннаго выражен 

Ти -- ды, 4-49) — быт 8) и ды, Цы, в) 
и ясно, что если, напротивъ, заставять узелаячиваться ® сначала, & 

потомъ м, таЕЪ, чтобы вычислить 4, А, /(и, ®), то будемъ пифть, по 
симметри, раввозначащее выражеше 

Ки-+- ди, о -- Ав) — Г(и-- ди, в) — Ри, ®-- 49) Ки, 5). 

Поэтому можно нарушать порядоят хвухъ елЗдующихь одно за дру- 

гямъ дофферепдированй. Но легко перейти отЪ этого случая въ елучаю 

какого угодно чиела диффанцирован!. Разсмотрим®, налр., проязводную 

0% : 
Зубы’ ОТОрвя обозналаеть, что хифференцировали / по отношентю къ, 

116 д ди , 
затфуъ реяулртать по отяошеню къ о и новый результать по отношеню 

къ. Доважемъ, что дафферевцироване по и можеть быть ироизводимо не 
р 

боди” 
оть котораго иадо въ хонцё вонцовъ получить производную по отношевю 
къ ю, не изифнится, какъ мы ридфли, если нарущить порадокъ двухъ днф- 

ф й по это дас 0% У 97 реренцированй ии; а ть’ -—— вУВСТО -— ща А ТавЪ 
ыы ? 10 ди 0% бобы “т 

только первыиъ, но вторынт няни третьимъ. Дйствительно, выражеще 

9 94 
кавъ, кромБ того, нозое выраженше — можно написать черефь —_ — р р дюдиб Ре дао 
изн обозначить, Что надо ваять вторую производную: по в изо функци 

9 ——. то эта вторая проазводная будеть тВыъ же самымъ, если даже из- 
т 

и еревцировавйй ылп пашиеать 2 и _ мфнить порядонъ дифферендир ров о 

Тавииъ образомъ, въ дроби, выражающей данную заетвую производную, 

:. 9 . . 
символичесый множитель РУ зоказалель извветнато хифференцированя, 

у . 
можеть быть взять по желанию на какомь угодно ифетВ впереди функ- 
пя р, кавь будто онъ простой произвохитель учноженя. То же самое 

Фудеть, очевидно, и для анзлогячпыхь симводическихь множителей 
. .. ’ 48 

8, 2 такъ что порядовъ дифференцировав! не играеть никакой роди. 
, бш 

Это ‘обстоятельство можеть служить для сколь-возможнаго увро- 
щенз выражен пронзводныхь, групиируя вЪ знаменателяхь вкодя- 

18 въ нихъ по ибокольку разь дифференщелы. Наюр., производная 
1 
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мо 9 
—_—_ иНапишется чорезъ - м дюбю бдид Ро орчдо ды 

лев!я ея, то оно ускорител, если начать съ дифференцированя, которое 

можеть дать нвиболёе простую производную, затвмъ производить то же 
самое надъ этой производной, полученяой сначала, и т. д. 

-:: Что ваеветея до нечис- 

55, — Иечиелен!е пояныхъ производныхъ выешаго порядка 

еложЕвыхъ фунишй. 

Посмотримъ теперь, какъ образуются послВдовательныя производных 
го отвошенио къ х сложвой функщи у==/(м, 9, 40), въ которой в, 9, ю 

суть функ 57а. Первая у’, уже найденивя (стр. 77), веть 

ав) Г, 
9: 9 95 дю 

ТАЗ производныя м’, $’, 4’ оть и, 9, ®, обыкновенно, суть лвнык 

фунЩи х’а. Но можеть также случиться, что ихъ полученное выра- 

жеще содержать м, о, и. Это бываеть, когда и, о, м опредблаются 
посредетвомь нерфшенныхь уравнемй, тазъ кавъ тогда дифференци- 

роваже этихъ уравнонй даеть, хавъ мы видёли, свотему соотнотенй 

первой степеня, позволяющую получать и’, г", №’ выраженными явно 
черезь и, о, ш. Тавамъ образомъ, въ самомъ общемь случа, производ- 

ная у’ представляется кавъ фувкшя 2'а, и, о, ю. Но ховно заралфе 

принять незавнеящее перемённое х среди его функпий, названныхь че- 
резъ и, ‚0, увеличивая по необходимости пхъ число на едуницу: иначе 
товоря, ничто не изшаеть взять, напр., и==х или сохранить букву и 
дан обозначен и перемёинаго х веяый разь, хакъ оно фигурируеть 
непосредственно въ извфетныхь сложныхь данныхь функщяхъ; это 
можеть быть даже тогда, жогда фувкщи / ве содержать прямо или 

явно х, случай, тдВ оно дВлается независимымь отЪ в н даеть просто 

9% 
=. Но еели ввести такимь способомъ х въ Число первийнныхь 

и, 5,10, кавъ мы и допуетимь, то сланеть ясно, что перзан производная 
9 

ч’ о "И нА будеть, эь нанболбе общемь случа, новой яввой 

фувкщей ва, х, 2. " Правило, уже приывненное къ дифференцированию 
Ки, ®, ва, слЬдовательно, будеть приложимо и здфеь и лаеть проаз- 

водную у”, затёмъ, также, у”’и тавъ дадве. 
Формула, которая выводится вепосредственно изъ (6) и 5оторая 

есть формула сиыволическая нли выражающая не количества, но извфст- 
вый с10с0бъ исчисленын, переводить очень просто это правило на ана- 

латическй языкъ; Чтобы получить это, достаточно уничтожить въ (16) 
букву у ван Г, которая зыражаеть въ данную жинуту дафференцарующуюся 
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функцию оть и, о, и, однако сохраняя позднфе эту букву для выражена 
этой фунвщи сзажн каждой части или каждаго члена. Подучаемь 

а чи, 

Ч а 970 дсно покезываоть, что производная по 2, илв 7_, какой угодно 
х 

990 

90’ ди’ 
т.-е, производвыя поз, ®, ш, затфиь соетвётственно умножить ихь на 
и’, 2’, 0’ в взять ижъ сумну. 

Чтобы получить вторую производную, нахо, слфдовательно, пряло- 
жать это пранило къ первой производной, выражаюздейся второю частью 

(16)-го, помфщая соотафтетвенно о6% части {17)-го передъ соотв ётствую- 
щимн частями (16); и будемь имфть 

(18) аи (м аи и (ия ‚Е чины). 

Такихьъ образомт, чтобы получать у”, надо взять производную по отно- 

шенйо къ и, производную по отношеяо къ у и производную по отно- 
шешю въ 5 важдаго изъ членовь, которые составляють выраженще во 
вторыхь скобкахь, затфиъ ссотвётетвенно умножить эти производных 
На в’, ©’, в’ и составить сумму. При каждомь частномъ дифференин- 
роваши дифференцирующийся членъ, произведее двухь множителей, 

дасть вообще два члена; дфНствьтельно будемъ имЪть, ивлр., 

2 7) «Г ды’ 91, Й ( И ‚ 94 -.® [28 ею. 

Ро ды ды ди’ ды \? 0] нови 08 65’ 

Это удвоеше не иметь мфота, когда одннъ изъ множителей не 

содержить переифниаго и, г ИЛИ 2, по отношеню въ которому дяф- 
ференцирують въ данную минуту. Особенно это будеть при ипожителяхь, 

м’, 9’, ю’, если они выражаются, какъ это обыкновенно бываетъ, явными 
фувящамн одного лишь независимаго неремвнаго и — 2; дйствительно 

ихъ производная по т, 2 будуть тогда нуля, и какь и ихъ производ- 
ных по #, тождественны полнымъ вторымь производныкъ и”, 5”, м", 
изъ воторыкь первая, между прочихь, обралитея въ нуль, веяфдетве того, 

что нредположеще их даеть м’==1, в и” =0. 
Прилатая точно такъ же къ двунъ частамъ (18) правило дифферен- 

церованя, выраженное (17)-ымъ, получихь для третьей проязводпой 

формулу 

. В 9 
функщи оть и, о, № получается, воля отЪ этой фунеши взять 5 

аз РО ЕН и) (и 
=. Фи и = 

19; 
©) и м), 

откуда можно перейти однизково въ четвертой, птой,... производвымъ, 
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Изь вредыдущихь деталей видно, ваеколько длинпы вообще, со 

второго порядка, разложешя этихь производныхь, разложенн, гдв 

могугь фигурвровать вс частвыя производных соотвфтствующаго ио- 
рядка и меньшяхь порядковъ фунвщи /, Поэтому-то и важно получше 
запомнить символичесыя форнуды, которыя выведены изъ (17) и кото- 
Вых выражають ихъ болЗе сжатымь образомъ. 

Кром тото можно было бы во веёхь этихъ формулахь уничтожить 

буквы у и /, какъ мы ихь униатожели въ (16) н писать лишь въ конц 

обфихъ частей функцию, отъ которой берется производная. Формулы сдВ- 
даются тогда еще бохфе сянводичными иди будуть представлять только 

вавфетную совокупность дВйстый, првлатаемыхь къ колячестяу, обозна- 

чене котораго останется свободнымъ. 

Наконець замфтимь, что независимое неремВиное х могло бы также 

явно фигурировать въ функщи {, и раду съ зависимыми перемфнныхи 
9, в, ве будучи обозначаено спещальной буквой. Тогда иадо было бы, 
вокъ объ этомъ говоридя въ конц № 35 при первомъ` норядкв, — из- 

бётать смбшиваня частныхь производных оть /, получающихея безъ 

варарована 97а и м’& вли отъ варировавя ихъ только по порядку и 

независвмо ог 5 (ака въ - г. съ полными проязводныки у”, у”’,... 
90 

; 9 ФФ 
Дая этого будемь обозязчать эта послёдизя черезь а „ согласно 

съ обозначенемъ, трлалаыиь въ № 35, перво поднио дифференщани; 
я о 

в обыкновенлых выражешя инь 
= 95 90% 

будуть" служить для чвет- 

ныхъ производных. 

56.— Производная выешаго порядка неявныхь функц. 

Если у обозначаеть перемвнное, зависящее от» 2, то всякая едож- 
ная фувещя формы Р(л; у) очевидно обратится въ типь Р(и, 9) съ 

вх, т==у; волёдетые этого синводическоя формула дафференциро- 

ваши (17) едфлается 

(20) 

Выражая у’ съ помощью тольво одного х для того, чтобы можно 

было бы получать только вослфдовалельныя полныя производяыя у”, у”... 
9. 

мы получииъ, что первая производная ЕЕ у буеть опать извЪст- 

вой фупьцей ан у’а, такъ какъ у’ будеть ад разематриваться, какъ 

явная функя д'% п такъ вакъ Е, я будуть явными функщямя 57 
9% 

и уз. Поэтому то ше самое правило приизнимо и къ этой первой про- 
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изводной и хасть вторую производную, зазфиъ третью и т. д. Произ- 

ведя въ концф концовъ указанных дифферевцированя, получимь 

реа ни Е 
Пт, 

уе 9 бу 

Е, ЕР, 
Зои ий "Ну 9% 

2) аг а 9\/9 а\(97е дЕ Ри 9\9 а [98 0Е) 
а (+ ы ди | да У [у о 

зе * г, Е ЭР, 
(5 + ду? = Зла ) 

Е Е, 
леди На 7 1 

Послёднй членъ каждаго изъ этяхь разложенй, именно тоть, гдё фи- 
турируеть возвышенная производная у’а Такого же порадка, какого и 

нохная исчиеляемая произзводнаи оть Ё(х, у), — очевидно, получвется 

оть дифференцировавя каждый разъ, вь члевё г первой произ- 

водной, второго множителя, т.-е. у’, у”, у”’,... Этоть посхёдяй членъ, 

слдовалезьво, будеть соотвфествевно и у, би, п окъ 

всегда первой степени но отвощеню въ соотвфуствующей вли наивоз- 

зышенной рроизводной у’, у”, у”,... 
Если же выбрать у закъ, чтобы фувкщя (т, у) оставалась то- 

стоанной, или, иначе, если дана неявная функшя, опредёляющелся 
уравненемь Р(х, у) = с, — то ‚6% полныя производныя Е’а будуть 
нули; и ихъ посдфди!я разложенныя выражен (21), разных нулю, 

ЕР 
затВыь разд®ленвыя на -% 

или у’’,... ВЪ видВ явной п ращональной фунвщи послВдовательныхь 

частвыхь производныхь фунЕциа Р, & также и производныхь у’, у”, у”,..., 

менже возвышенныхь, чёиъ разематриваемая, производныхь, которыя 

можно замфнить ихъ величинами, полученными уже тавимь же обра- 
зомъ. Въ коидВ концовъ, всБ эти производных, каБЪ это мы вадЪля 

въ № 39 пря первой изъ нихь у’, получатся въ вид явной функщи 

27а и уа; н ихь выращены будуть рашщовальны не менфе, чёмъ выра- 

жене у’, если первая часть данавго уравневн самь ращональна. 

Итакъ, можно будеть праложить вЪ производвымь высшаго порядка ие- 
явной функши в6% звифчавя, сдвавыныя въ № 39 относительно пер- 

вой проязводной. 

. уть непосредственяо у’, или у”, 
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То же самое будетъь, если имемъ н®еколько одновременныхь не- 
явныхь фувЕшШЙ у, 2,..., опредзленныхь одилаковымъ числомъ уравненй 

формы Р(е, у, 2...) ==е. Дафференцироваае этихь послёднихь, дЪй- 

ствятезьно, будеть произведено носредетвомъ формулы 

4 9 9 д 
о —_ т. ”— .-- 

©) де д аи ат = 

ТЗЕЪ что въ различныхь полныхь производныхь фупкшй Х члены, ко- 

торые будуть содержать нанболВе возвышенный производпых у'%, г... 

булуть 
2 „Е и пля аЕ и 9, тд 
— =’... — —е"... д. бу = , бу 9 , 

Приравнивея лолныя производныя къ нулю, будемъ ныть либо по 
отвошен» ЕЪ у’, 2’,... 1ибо — КБ у”, 2”,... диб0 — к у”, 2”... еб. 
всегда столько же системь уравневйй первой степени, въ которыхъ козф- 

фещенты при неизвёотныхь будуть соотвфтотвенно такими же, Езкамъ 

быль коэффищенть, 98, искомой проязводкой у’а въ предыдущем 
у 

случа. Рьшеше этихь слстемъ уравнешй дасть у’ 2’,.... затВыъ 
9”, 2”... ЗААВМЬ у", 2”,..., 6. въ вх рапональной функщи по- 
слёдовательныхь частныхь производныхь фукешй Г. 

58. — Дифференцировае функшШи линейныхь фунешй. 

Когда перемЗнныя и, %, х сложной функши у=={(и, ®, №} зава- 
сятъ линейно оть независимаго перемённаго 2х, илн когда онё имфють 
выраженя, каЕЪ 

и=од- А, от В, ю-ех- 0, 

тдЬ а, В, с, 4, В, ( обозньчають постодиных, то форма производных 

высшаго порядЕа сложной фунёЩи очень упродается. ДЪйствательно, 

коэффишенты #’, г’, 0’ второй части спуволяческой формулы (17) обра- 

щаютея тогда въ постоянныя 4, 5, с; поэтому новыя дифференциро- 

зан!я, указанных въ (18), затВиъ въ (19) ею., не нолучають удвоешя 

чденовъ, какъ только частная производная /’а, фигурнрующая въ важ- 
домъ изъ тВхъ, которые дяфференцируются, есть перемёнвый иножи- 

: д 
тель, передъ которымъ надо стевить сииволичесвй множитель 05’ #2 

9 9. В : 
2» 1 Ре вов друме выхохнть изъ этого знака дифференцировая, 

или берутся въ вид} постолиныхь кооффищентовъ, кавъ будто бы выра- 
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: 9 
жене 2, 8 52 5+ ур’ МОтТорое показызаеть, вашя надо производить 

 офферонирони, веть алгобраичесый полиномъ, унножающЕся ив 
дифференцирующееся выражене. Проязводиман безконечно-малая опе- 
ращя, слёдоватедьно, очень походить на умножене многочленовь н 

будеть производиться, въ нЪкоторомъ родф, механически, вакъ отв, алге- 
бранческая операщя. Во всяком случа она разложится на т® олемен- 
тарных операши, вкоторыя, при умноженш, имфля бы исто для полу- 
чешя произведеня поотонанаго множителя на различные нережфиные 

Эд 

ди’ 5’ & 
тЬжь ше самыхь способомъ, инфють мЪфето для получешя производеня 

постояннаго множители на частную производную, которую представяяють, 

множители формы =—» но которыя здфеь, хотя и указанные 

: 9 
въ сокраценномь вед, эти выражешя 5, 5’ 2, когда ихъ заста- 

не до 90 
вляютъ быть рахохь съ хавной фувкщей {(ы, э, 1). 

Благодаря этой аналог, форжулы (18), (19),... напншутея тавъ: 

Фу 9 аа 
(26) 4 (г +2 - 

Е ых 

а ии „у о 9 
Е аи и ти 

Они будуть ноходить на соотв тствующи стенени полинома. 

62. — Замфна, перемённыхъ. 

Первыя перемЗнныя, которыя даются въ вопроев и изъ которыхь, 

ивпр., одно, 2, есть независнщее, тогда КЗЕЪ ОСТАЛЬНЫЯ у, 2,... СУТЬ 
функщи этого независящаго, ве всегда самыя удобных для разематря- 
вания ВЪ томъ смысл, что существують други перемфнныл, связанных 

довольно простыми уравнешами съ, у, 2... и упрощаюция, будучи по- 

ставлены на место первыхъ, эти соотношеня нля дёлаютия ихъ гораздо 

болёе удоблыми для нахождешя способа варшрозаня нензв®етныхь 

воличествь. Итакъ, слёдуеть найти, какимъ образомъ посивдовательныя 
произиодныя но 2 оть у, 2,..., могушия фигурировать въ данвыхь со- 
отношешяхь, выражаются посредствомъ новыхъ перемнфнныхь, 5,1, 6,..., 

которыми хотать замёнить %, у, 2,... 
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Назовемъ независящим перем инымъ между новыми перем нными 

напр. &. Такъ вакъ предыдущее независимое перемВниое х варируеть 
зЪ то же время, какъ и то послёднее, то хаждан изъ нихъ будеть 

равняться извфетной функши другого; для яености я назову черезь ф 
функцию, воторая выражаеть такимъ образом х поередетвомъ &; иначе 

говоря, я положу х==$() и $, въ то же время зависящее отъ з, бу- 
: „ @& 

деть обратной функщей, производная которой ла равняется, ЕакЪ 

изЗВЁСТНО, Положивь 210, мы будемъ пыфть, что всф рав- т 
. 2” 

сматриваемыя перемВнаыя, одноврененно варируюния опредёленнымь 

образомъ, суть функшя одного кого-либо изъ нихъ и можно, съ одной 

сторопы, их разематривать, какъ зависят н отъ &, в въ 10 же 

время, съ другой стороны, разематриветь 5, вакъ зввясящее от х. 
Фувкщя у, напр., будеть тавимь образонъ функщей х’а посред- 
ствомъ промежуточной функща 5’; и будемъ инфть, во правилу диф- 

й ан у ат 
феревцировавя фуньшЙ оть функц, ._ 29а Е 

ще, обозначающее, что производная по отношеню къ х какой-либо 

соотноше- 

функши у подучится оть унноженя на множитель `произвохной 
1 

$'(5) 
Ю & этой фупецы у, А ото еще лучше будеть выражать, если вазвать 

дли большей вралжости черезь д’ производную $’(5) оть х шо отноше- 

вю къ 6, — счмволическая формула 

4 ти а 11а 

88) Па М ШИ’ 

въ которой оставлено пустымъ место функща у, чтобы можно было нь 

немъ написать какую угодно функшю 2’а эля &'а. Итакъ разематри- 
ваемвя задача будеть рашела для первой производной всякой данной 

фунЕни, если заравфе выразить х посредствомъ новыхь перемфн- 
ных &, 1,6, такъ, чтобы можно бызо во второй части (38)-ото зам®- 

вить проазводную $5) пли х’значешемъ, невлючитедьно зависящимъ 

оть этихь переифипыхь или ихъ производныхь во &, н если выразить 
ТОЧНО ТЗЕЪ же ВЪ ЭТОЙ второй части дифференцерующееся количество, 

которое хотать уничтожить вь формулахь, въ видЪ функцш новыхь 
перемфнныть 5,7, 5,-.. 

Но первая производная Е наор., получающанся такамъ образомъ, 

будеть новой фувкщей 5в или д’а, къ которой правило хаяфференни- 
ровная 10 2, выравающееся символической формулой (38) не мене 

относнтея, чёыъ въ самой функыи у. Поэтому будуть имёть хай вто- 
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рой производной отъ у по 2, затВыъ для третьей и т. х. выражены, 

боле п болфе сложныя, 

92 тайа 
99 дя 2824) , 

Разложинь вычислен!, обозпачия для сокращещя черезь у’ вро- 
изводную оть у по отношеню въ $ и вспоминая правило дяфферевця- 

ровашя дроби (стр. 33). Тогда долучитея, посл непосредственных 
приведен, начипая съ первой сроизводной, и если, кром® того назвать 

через д”, 2””,.., у”, у”... посл довелельныя производных отъ #иу 105, 

Чу 
4х 

(40) 
аи ут) — ва” у) 

Мы видишь, что прежния производвая пзвфетнаго норядва фупвци 
вообще будетъ требовать, для своего выражена посредствомь новыхь 

перенфнныхь, употреблемя вофхъь новыхь вослФховательныхъ производ- 

ныхь квн этой функ, такъ н прежнзго незаписнмаго перехвиваго, 

визоть до произнодныхь разсметриваемаго порядва. 
Еели взать, въ частвости, за фунещю у новое независимое пере- 

мЪнное &, обрашиую фуввшю отъ 2 = 9(&), то будежь имфть для ен 
а: 

95: 

вышевныя фувкшя у”, у”’,... будуть вула, Получихея 

нервой производной у’ зиачене или 1; и, елёдовательно, болфе воз- 

_ =” @ и" 
ая 2 а и” . 

Таковы соотношеня, сумествующя между посл®довательными про- 
изводными извфетной функ 2 оть 5 н производными обратной фучв- 

пн $, разсматриваемой какъ зависящее оть т. Первое взъ этьхъ с0- 

отпоменй даеть намь формулу, уже употребленную нами нёсволько 

разь, первой производной обратной функщи. 
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68. — Примфры упрощен, происходящихъ отъ такихъ замфиъ. 

Воть три иряыёра, изъ которыхь два первыхъ очень важны, упро- 
ценй, которыя могуть произойти въ формулахь задачи оть употреблены 
извЪствыхь замфнъ неремнныхь. 

Требуется найти общее выражеше фунмИ у оть 2. къ кохорымъ 
ихьъ производная была бы постоянно пролоршональна, или которыя, 
эъ другахъ словахь, удовлетворяли бы при воВхь значетахь х урав- 

. в В . 
неще т, — ву=0, гдВ а обозначаеть данный коэффищенть пропор- 

р 
пювальноети. Это уравнене можно написать еще, въ форм отчасти 

сныволической, черезъ, 

(42) (ео, 

. (4 
гд® выражено (= —а\у озвачаеть, что и здфсь надо постуизть, как 

если бы Ча быхо алгебраическое количество, умножвемое нз у, но 

разематривая затвмь въ результатВ настозщее унножене только при 

зленф — ау, единственномь, который можеть быть пропаведенемь, и 

объясняя это умножене въ смыел® дифферевцированя пря другом® 

а 
яленв --у вли хоторый нено представляетея производной и не И 

а 8%? 

амветь другого смысла. ДалБе можно вихфть, что уравнеше, разд®лен- 

а аи 
ное на а, обращается въ —_—у=0 вди — -— о бора ваз (с) 
если взать ах за новое перехвиное $, то постоянное а уже не авитея. 

Положиуьъ, на самомъ дфлё, 

0, и что, 

‚т Ч аи 

к’ в ба 
&==ах, откуда г 

вр 

ау 
уравнеше + а —у=0 вподяё обращается въ —у=0. Фунвщя Я 

4 
у оть & слЬдовательно равпа своей производной, какъ оэкенонентное 

количество 2; а это заставляеть думать, что она (фушкця) должна 

варшировать такихь #е образонъ, каЕЪ п ея производиан, ила она остается 

пропорщопальной ей. Такъ вакъ отношене у’а къ & нифеть такныъ 

образомъ очеяь простое выражете, то возьменъ его за лашу новую 

фувкцию 7, илн положизь у= 6. Проязведеше еь поставленное на 

- вето у въ уравневи, выфстВ съ своей производной по &, которая 

есть @1 +й 77, даетъ, по приведешн и раздёлешя въ вонцВ вонцовъ 
5 
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на иножитель е (вояечный и отличающийся оть вуля при вефхъ конеч- 

нахь звеченя 2), я 0; и уравнене задачи воя®дотв!е этого хЬлается 

столь простымъ, что объяснене его получается непосредственно, тавь 
кенъ оно выражаеть, что фунвшя 7, инзющая свою производную тожде- 

ственною съ нухемъ, можеть быть лишь кавимъ-лнбо ностояннымъ с, в 

вичфмъ другямъ. Итажъ общее искомое выражене у есть РА тие. се 

Усложная немного вогроеъ, поищемъ, во-вторыхь, функши г“ ‚ 
вторых производныя которыкъ состонть изъ двух пропорщональныхь, 
одна къ самой фунещи у, & другая въ ея первой производной, частей. 

@ : 
Эта вторая часть есть 2а Г. если а обозначаеть : ея коэффящента, 

а первая часть, произведеше у’а на постоянное, можеть всегда быть 
зъ фори — (а? - 8?)у, если называть через 6? абсолютную величину 
положительной или отрицательной суниы этого поетояниаго в квадрата д* 
прелыдущей ©. Задача рёшаетея уравненемь 

. 
== 24а у — (<? у или (и ры о э- =0. 

Но можно написать также, посредством» отчасти символической, какъ 

з иредыдущая (42), формулы, 
@ а : а 

{43) (5.- пока Ру—о пля | — «у 3 29 =0, 

р . 
ть выражене | —«) обозначаеть, по желанию, или разложеше 

2 
а 

@ _ 2«— + в, которое будетъ квадратомъ, если — выражаеть воли- 
47° @х ах 

. а 
чество, нли повтореше операция, ухазынаемой Ры т.-е. (ВЪ виду сл%- 

Чу 
дующей буквы у) выражен ее — в) ( _ «). которое означаеть, что 

„4 ан 
надо взять производную по х функаи йе — суивычесть произведене с”ы 

ва эту саную функцию. Дйствительно, это выравене приводить къ раз- 

ложению предшествующаго трехчлена, вехёдстие того, что члевъ —ву 

зыфеть свой коэффищенть « постоянпымъ и не даеть при дифферен- 
цировани мфста пнкавому удвоеню; велёдетве чего эта опералёя ука- 

зываеть на епособъ алгебраяческаго умножешя перем®нной дроби ЕЕ 

4 
ва — ау, произведеше которой будеть — ы 

аи 
Такь какъ намъ пришлось ведфть, зто выражене ре очень 

упрощаетея оть вставдева на мветго у’а новаго перехфннаго 7, полу- 
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чающагоея отъ прехноложеня у==1е“”, то введенъ это послёинее. 

4 
п 247 -- 16°?, такъ что получится для ея 

._ 41 в : 
препышеня вадъ ау выраженю я “=. Это выражене аналогично выраже- 

д 
откуда мы и отправились, поэтому, прилагая въ ному двйств!е, 

Производная отъ 7е“® будеть 

эаю де”, 
а 

укалавное новымь спыволическимь иножителемь „5, мы получтиъ, 

т, 
я “т. Второе уравнеше (43), раздВленное 

на 6"? затбиъ на 42, сдЪлается 

что оно даеть точио тавъ же 

19 Чи 
ая" 

4 (44) аа =0 иди 

навонень достаточно изать для новаго незавзсимаго перемфинаго & 

произведению йл, т.е. положать 

& а («#) а 

47 ы 

: 92 
чтобы это уравненю ‘обратилось въ очень простое ия =0. Итавл, 

данный ропросъ приводится къ отысканю фувёшй я отъ & которня 

равнялись бы по абсолютной зехичанЪ своей второй производной, им ю- 
щей обратный ила тоть же зиакъ, смотря по тому, хакой берется 

иъ (43) зпавъ при член® -Е 23у, верхи! -- пли нажвй —. Непосред- 
ствевно ножпо вудфть, что эъ первомъ случа, функщи 17 == 05 & == 08 В 
== 5 5 = 3 де будуть уховлетнорять ураввеню (44), а сардова- 

тельно, выражошя уе“? (соз х или 3: 02) — предооложелвому урав- 

неню (43); между тфыъ, во второмъ случа, р8ёшены, аналогичныя 

предыдущимь, ф- 6051 & пли зв 5, уе е"”(с0зЬ т их ЗВ 82) и 
рышеше, еще боле простое, у — ей, у ебей® = 0+8) т, точно 
тавЪ же приходать на умъ. Но постоянное 4, опредфляющееся един- 
ственно, как нвадратный корепь даннаго положительнаго количества 9, 
по желан, можно взять съ знаномь -- или —; Но 310 не изувияеть 

ничего, по крайней мёр8 въ абсолютной величин, въ этихъ выраже- 

НИХЬ у’а, РДВ входить либо сивуеь, либо косинусь, обыкновенные или 

тинерболичесше; это иметь болёе важности для посядняго вырвже- 

женя у— ей", которое даеть тогда двф разльчвыя эвспонентныя 
фунвци уе са. 

Резюмяруемъ предыдущее: производимая. зам на зеремфнныхь, вз- 

мЗняя уравнеще (43} въ простую-форму 7”== -Е р, заетавхяеть насъ не- 
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посредственно узнать при этомъ уравненм (48); 1} два рёшевня 

. У А (созйх или зб), 

хорда послёдн члень -Е Ву взнть съ верхномъ знажомь --, и 9) во 
желаню, даа рёшеня 

Ч (сон бе плн ЗВ) или два уз, у 

когда этоть послЪдый члень Е 03у ввать съ нижнинъ знвкомъ —. 

Намъ придется въ интогральномъ исчислещи показать, что требуемое 

общее выражене у’а получается оть образовашя, въ каждомъ случав, 

суммы двухъ рышен или найденныхь такимъ образомъ чвстныхь вы- 

ражев!, посл8 того кавь укножамъ ихъ соотвётственно на два, произ- 
вольныхь постоянныхь с, с,. 

Наконець, кавъ трей примёръ, предположниь фунешю у от г 
могущую удовлетворить уравнеше 

99 (+) (ани) ов, 
воторое есть уравнене задачи налящагося бруска, о которой мы гово- 
рили въ четвертой глав (стр. 74): 4, 1, в здфев суть три положи- 

тольныхь постоянныхь и х варшруеть оть — Г до #. Я узналь, что 

хля независимаго перемннаго 5 приходится браль чиело, гинерболи- 

; Е чес тапгенсь жотораго рапень отнолгеню т» чиело, увеличивающееся 

ОТЬ — 02 ДО со, Тогда кыкъ это отномтенше увеличивается оть —1 до 1, 

и для фунащи 2 пропзиодене 2; нз ©0315. Итавъ, похожимъ: съ одной 

стороны 

Я _ созв1ё 4 = 1 
= о ; на — {416) = Излов&;  отеюда т со д» т 

& съ другой стороны 

(41) а) = РЕ 6056 & — узи $). 

[2 6038 & — яз = А а 60369 5 ( =-} 
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я 
Уравненше (45), тдЪ вромф того } -? —1— 183 & будеть ничёиь 

инымъ, какъ обратнымъ отъ созЪ?&, въ конц концовъ сдФдается, уо- 

ередетвомъ двухь ясныхь приведенш, 

2 
(48) Ра а = зв 

Оно отличается отъ предыдущаго (44), исключая изифнешн 6‘ы 

зъ Бира въ &, только прибавленемь ко второй части члена, явной 

фузкщи незавиенмаго перемёниаго; и мы уведикъ въ интегральномъ 

исчиелени, вакикъ образомъ его рышен!я выводятся изъ рёшенЙ боле 

простого уравненя (44). 



ГЛАВА У]. 

Фуннщи нЫскольнихъ независнмыхъ перемённыхь и замфны этихъ 

перемфнныхъ. *Примфнене этого къ фуннщямъ точки и къ изотрощи 

тлъ. 

54.— Авсимилящя эфеколькихъ незавиенмыхь перемённыхъ еъ про- 

изрольными функ ями одного только перемннаго. Полный и чает- 
ные дифференщалы какой-либо функц. 

Мы уше эмфли неволько разь случай наблюдать, что функщёя точки 

%=={(л, у, 2), зависящая отъ нФеколькихь неремфнныхь 2, у, 2, д%- 
дается фуввьщей только одного независяато х, когда при различныхь 

точкахь разематривають только линю, проходящую внутри пространства, 

тдь существуеть функща; дёйствительно, въ {(ж, у, 2), координаты 

<, у, 2 тогаа будуть фунешими пути з, простирающагося вдоль этой 

лини оть извфетнаго начала до разематриваемой точкя, Можно даже, 

для большаго обобщеня, предположить ливю, пробфгаеную мобиленъ, 
и взять за независимое перем нное время #{, отсчитываемое оть Еа- 

кого-либо момента движен{н хо мгновенн, когда мобиль достигаеть точки 

(=, у, #). Тотда станеть очевиднымь, что, если выбрать по желан!ю 
прямую траевторю ин природу движешя, то мобиль можеть въ баждое 

эгновеше гдё-вибудь да быть, въ особенности, если вообразить себЪ, 

что онъ проходить неравномврно, безь перехода съ одного мёста на 
другое, & временами уничтожаясь въ одномъ мфетё и тотчась снова 

появлязеь въ другомь. Итакъ, если даже и ве употреблять этой посл®л- 

ней концевтун (физичееки невозможной) игновениаго конечнаго перем*- 

щев!я, все же г, у, & будуть безпрерывными, но абсолютно кавими- 

угодно, вля произвольными фувкщями Ра; этого не будеть только тогда, 

когда описываемый путь 5 служить независныних перемфннымъ, въ виду 

соотношев1я, которое существует (стр. 40}, — зЪ парвхлелешипед®, имвю- 

щемъ изъ нершивы (х, у, 2), по направлению осей, ребра @х, ду, 92, — 

между этими ребрами и Маговалью 45, выходящей изъ этой вершины. 

А тавъ кан, кром того, вечкая точка (1, у, 2) можеть быть соеди- 

нена линей со всякой другой, или тажь какъ каждое значеще функши 

це будеть пренебрегаешо, если постараться свободно выбрать способъ 

зарированя (вет съ 2) 2, у,2, ТО отСюда видно, что /(т, у, 2) мо- 

А, И. НЕЕАШЕНА. . 3 
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жеть быть вполнВ аесимплирована съ сложной функщей одного лишь 
зеренфанаго $ и разсматриваемыя 2, у, 2 этой функши д»лаются тогда 

произвольными фунющями этого посяфдняго, 
Вообще, будуть ли незавиениня перемнныя х, у, 2 коорданатами. 

или нёть, варируютъ ли онф одновременно ила изолированно пругъ оть 

круга, все равно овё будуть веегда измфняться извёстнымь способохъ, 
Боторый, правда, свободно выбирается и изивняется ло желаю. Но- 

этому, въ каждомъ частномъ случа, если х, напр., варируетъ, то его 
различным зназешниь будуть соотвфтотвовать извзотныя значеня уи г, 

что заставляеть сказать, что у и < могуть быть разсматриваены, изъ 

фунвщя х’а; или еще, если, дия большей симметри и для того, чтобы 

не придать х большей важности, чВыь у и 2, вообразить, чт 2, у, е 
получають выфотВ, въ одно и то же вычисленное время {, серы значе- 
ий, воторыя въ нимъ можно прихожать, — 10 2, у, г будуть фунетунми 

зсаомогательнаго неремфннаго $. Тавизь образомъ, нюсколько независи- 
мыть перенюнныхь т, у, 2 моиутз быть разсматриваемы, какь произ- 

вольныя Функция одною только перемюннаю; и ихъ собствевныя функ- 
пли, сдълавицяся сложними функшлни, допусемють вов облуя свойства, 

происходяц!я оть постепеннаго измфыевя, которое имфюгь сложныя 

фувьци, когдь способъ взанмной занисимости ихъ пережфнныхь остается 

хакпаь угодно. 
Въ частности, когда и==7(л, у, #2) есть ода изъ тазихь фучкшй 

и когда предають въ 2,у,2г очень малыя ноложитедьныя или отрица- 
тельных увеличешн 0х, Ду, 42, то ел одновременное увеличене Ди 

будеть по соотнощению (4) предпослёдней тлавы (стр. 77) 

г г}, ( а) че) ра) + +в] 4, 

ила съ отвоентельной — преноброгаемой ошибкой 

9 й й [®) ан" 
9% 42 

кавъ въ приближенныхь исчаслешихь, гдё 0х, Ду, Де будуть очень 

сосфдними еъ нулемъ, такъ и при разоматраваын безконечно малыхь 

изывненй, гдф заетавляють это выражен Ды служить лишь для вычи- 

сленя резульгатовь предфловъ. Остановимся на второмь случаВ, выте- 

Бающень изъ перваго въ № 36, и, обращаясь къ обозначеню Лейбница, 

замнимъ Л`ы черезь 4 или конечныя разности дифференщелами, чтобы 
показать свое желаше заставить Ах, Ду, 42 окончательно уничтожаться 
прв разсмотрёши тольБо предфловъ отношен1й иль сумиъ. Вармащя Аи, 
приведенная къ своей омяющей чвети, будетъ 

Е ИЕ (8) ФН, -, в, 
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Назонемь ве ноляымь дифференщаломь въ противоположность съ чхе- 

нами 2, па, а, которые составлиють его и которые иазы- 

ваютса частными дифференщалами и’ по отвошеню БЪ 2, у или #, 
потому что они составляютъ то, къ чему приведется полный дифферен- 

аль @и, если зветавлять варировать только 2, у пли г. Поэтому, под- 
ный дифференщаль или безконенно-налая варашщя функши есть сумма 
частныль дифференийаловз, т.-е. увеличенй, которыя она получила бы, 
всли бы одно только из» ея независиныль перемьнныхь получило бы свое 

дъйствительное безконечно-малое увеличене, веъь оке остальныя сохра- 

няли бы свои предшествуюция зноченя. 

65. — Дифференцироване сложныхъ функцШ н®еколькихь 
независимыхъ перемфнныхъ. 

Пусть будеть теперь зо =={(в, 5) фупкщя изесволькяхь переиёниыхь 

и и т, которыя сами суть функщя независимыхкь перемёиныхе х, у, 2. 

Тавъ вакъ послёдшя въ свою очередь могуть очиталься зависящими 
оть поелёдняго и единственнаго неремфнваго #, то предыдупия и, т, 

& слфдонательно в о, будуть оцать сложными функшями Фа, Итакъ, 

будешь иыВть 

—ЯИ И „+, 4. 

Только въ этой формулВ, Ян, ди, бр волучать изеволько смыеловъ: 
дЁйствительно, это будуть полные дифференщалы или частные диффе- 

реншалы, смотря по тому, застазвляють ли х, у, 2 варшровать выветв 

лли отхвльНо. 
Предположим, напр., что варшруегь только 2. Тогда, раздёяивь 

зыраженю на 47, получамъ 

. ди __ Еды 96 
® де доб в д 

соотношене, изЪ вотораго выводится, очевидно, если обозвачить через 
и’, >, нервы частных проазводныя отЪ в н г, схфдующая спиводиче- 

ская формула для дафференцировавя по отношеню въ д всякой фунв- 

Дн ага и 78. 

(5) 

То же самое будежь имёть для хифференцярованя функши и'&, о’а 
по отнощеяню въ у или 2; ХЬНствительно, для этого жостаточно зам%- 

8 
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вать въ (5) буквы и значки д черезь у или черезь 2. Для того же, 
чтобы сократить место, которое занинають частных проязводныя, накъ 
‘иногде случится писать яфекольно их» визстЁ, ставя въ скобвахь букзы, 

хоторыя могуть быть соотвётетиенно замёнены одна другой. ЗхЬеь, 

напр., формула (5) и ея двЁ анвлогичныя напитутся, такимь образомъ, 

веЪ 3& одянъ разъ: 

6 я. о ен) 2. 

Оф выражають, что производная сложсной функии по отношению 

%ь одному независимому перемюнному веть сумма послидовательныхь 
произведений ея чаотныь производныхь, соотвътетвующихь перемьн- 

ным», оть которыль она зависить непосредственно, на частныя про- 
изводныя этихь перемьнныхь, взятыхь по отношенио кз раземолтривае- 
мому независимому перемшнному. 

Можно безъ труда перейти офь частныхь производныхь перваго 
порядка функция /(ы, 5) къ производныкъ высшаго порядка, замфчая, 

что въ формужь (4) нля въ прочихь подобныхь чаетныя производных /'а 

20 в ит, которыя фигурируютъ здёеь, суть, какъ /, явныя фувкци за. 

и са и онф, дифференцируются по символическимь формулам (5 65). 
д . 

Возькемь, напр. нроизводвую дед дифференцируя по отношенно къ у 

выражен! (4) м. Тахь кекъ 

94 др 9 Ш 
ды м биз дивы 

и 9.0 
д Чуб д" 

хо получается, если назвать черезъь и’, 9’, вторыл пронзводныя оть 

чину хиу, 

97 ‚ еее Ая т бб ен ды в ыы 

Очевядно, точно такх же найдемь вс вторыя частныя производныя по 
х, у вли 2 сложной фунёши и затВиъ, посредетвомъ дифференциро- 

ваня отихь вторыхь производныхь по х, у, с третьн часлныя произ- 
водныя, и т. д, 

Если бы невавнсятя перемфнныя фитуряроваля въ числ пережфн- 
ныхь, оть хоторыхь авно зависить функия {, если бы, напр., ямзли 

и— =, или чо дано было въ форнё /(2,%), то надо было бы различать, 
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по отнощению въ независимымь перемённымь, какъ къ случаЪ, гдь оно 
было только одно, еъ одной стороны, собсюменно частныя произвдныя, 

получающяся въ сложной фувеши / отъ варированя важдаго изъ этихь 

перем иныхЪ, 2 напр,, только одного, не позволяя ему вводить въ своя 
изывнеюя перемфнных сложной фузкщи, которы, какъ $, зависить 
оть него, & съ другой стороны собетвенно полных производныя, вото- 

рых надо быхо бы обчнь поередетвомь значка с, выражая ихъ, 

напр., черезь 91 или 9... и воторыя получились бы въ /оть варн- 
у 

рованя вмьсниь съ 2 бсею то, что зависить оть 2 (Еввъ 9) или су 
всею тою, что завистииь оть у, пт. д. Такикъ образомъ фуявщи форны 

Ка, у, ®) дала бы 

„И, ИИ 
бе иду "де 

— Цифференцироване неявныхъ функц! нфеколькихь 
независимыхъ перемниыхъ. 

Пусть, напр., дана сложная функшя Р(х, 9, 2), въ которой пред- 
полатають, для ясности, что 2 выражаеть ординату поверхности, 38в8- 

сащую опредфленныхь способомъ отъ двухъ горизонтальных» коордянать 

сну. Можно въ этомь случаВ, чтобы сократить писаще, представить 

черезь 

ь и. в р, 1—2 порвать зотныхь производвыхь 7,2; ВН, 

в черезь 
$ торыхъ частных произвохныхъ. 9, 22 9, 7, 9, — тра втор р 02’ деду’ ду" 

изъ которыхь первая и третья иногда называются пряными вторыми 
2 92 

производными въ противоположность второй еду’ Боторвя нолучаеть 

тогда назваше обдической второй производной, 

Очевихно, для дифференцированя но отношению + х или у функ- 
ци Ра ея частныхь нровзводныхь, которыя всё будуть новыми явными 

фунвщамя 57а, ув и га, будемь иыфть дв символичесыя форхухы 

а. _ 9 9. 
8) да — р +29 бу 1 

Замфчея, что ри 4 ШЯН 2, @ 2. ЗВВИСНТЬ, ЖВБЪ 4, ТОЛЬЖО. ОТБ 

тнун ныбють дла частнихь производныхь съ одной стороны г и 5 



—18-— 

но отноменю въ х, а сь другой, зи # по отношению къ у, иосл®до- 

вательно полузимъ: 

[ ДЕ ЗЕ ФЕ, аЕ_ ОЕ, д 
дб да № 

9 9. в дР де 
(+) (9% += „)- 

Е [2 
бя +29; и 

ег (2 2) 9Р__ ОР 
деду 5 9 (; 28) 

оу) 
_ ив РЕ р р де ё 
бу Чо Роуд Го +, 8 

а: < ев 
ду ду 99) \ бу 99] — 

взр 0 9Е 

ВИ ул 02 9 

Въ этахь разложеняхь послёди! членъ, именло тотъ, который будеть 

содержать паиболфе возвышенную производную =а, будеть выводиться 
де дЕ . 

изъ члева = или 7 [а одной изъ двухъ первыхъ производныхъ, 

для чего надо дифференцировать каждый разъ второй множитель р или 4, 

9Р : 
= не первый я} всяфдетые этого, съ одной стороны, эта наивмешая 

частная производная га, фиурирующая въ Уравненфи, будеть въ первой 

и : 9Е 
ететени, & съ другой она будеть нить для коэффищента #` Овна, 

= 
будеть повазывать хром того число дифференцарованй х’а по отно- 
евю въ г или у, произведенныхь надъ самой фунещей Р. 

Теперь допустим, что ‹ долженъ варшровать сь хи у такамь 
образомъ, что фунещя Е остается постоянной. Иначе говоря, предио- 
ложимъ, что 2 есть нелвная фувищи 27а и Уз, онредфленная уравие- 
нем Р(л, у, 2) ==, ВВ подныя производных Ра но отвощению к% х 

или къ у будуть пули, и поэтому будежь имёть, чтобы опредёлить р 

и 4, два уравнен:я 1-ой степени, получающуяся оть уничтоженя ио- 

сафднихь чаетей двухъ нервыхь формудъ (9), тд отдёльно фигурирують 
риф, затВыь, чтобы получять у, 5, $, буденъ ныфть уравнешя той же 
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степени, рёшающуяся опять каждое отдбльно и дЗяающунея изъ по- 

саФдиихь частей трехь слёдующихь формуль (9), приравниваеныхь 
къ нулю, ит. д. 

Первыя производных р и 9, затЪыь вторыя производныя #, 3, 

въ выражешяхь, гдф замёнимь р и 4 черезъ вхъ уже найденных зна- 

ченя и т.д., будуть выражазься рашонально черезъ послЬдовательныя 

частных производных, все бол%е п боле зозвышающагося порядка, фуйк- 

щи (т, у, 2). Если же она изир. есть многочлен, какъ ото бываеть, 
когда дёло ндеть объ алгебраической поверхности, уразнеше которой 

было’ взято въ пёлой форм, то р, 9, ^, 5, &,... получаютен поэтому 

въ видё ращональвыхь фувкц координать 2, у, 2 разсметриваемой 
точки поверхности. Первыя производныя ри 4, оть 2 но х ну рав- 

9Р 
днютея, въ частности, двунь соотвётствующимь частнымъ — к 

Е 
— — а ——, вакь это уже было узнано способомь, скорёе геоме- 

трическимъ, въ предпосяёдией глаз (часть П). 

'Такимь образомъ къ послфдоватольнымь частнымь производнымь 

неявныхь фувкшй н*есколькихь перенфнныхь прилагаются свовства, 
хоторыя вы уже нашли у ноявныхь функшИ одного только нереи%в- 
наго. И легко будеть узнать, постуйая, какъ въ № 56 [стр. 104, фор- 

мула, (22)], что то же самое происходить ин въ случа нфеколькихь 
одновременныхь неянныхь функцй, Дифференцироваюе по хиу, е., 

повторенное какое-либо число разъ, каждаго изъ уравнен!й, опредфляю- 

щихъ эти неявных функщи (которыхъ столько, сколько и уравнен!), — 
даетъ всегда систему уравнев! первой степени по охношенйю 5ъ невз- 

вфетвымъ анахогичвымъ производнымъ, боле возвышенвыкъ, чёмъ фи- 
турирующая здеь, этихь различныхь функк; з каждое неазвфетное 

пифеть во вофхь системахь, для соотвётетнеяныхь возФфицевтов», 

92 
9 : - 

нервыя производныя (лк —- |» по отношению из соотвётетвующей 

недвной функии, первыхь частой разематреваемыхь уранненй. 

Иногда возможны упрощеня, вытекающун изъ гого, что извзетныя 

частаыя производныя первыхь частей этихъ уравненй уничтожаются. 

Налр., для шара, уравнене котораго есть 21 -4-у1-- 2-е, будемь 

инь, дифференцирун это уравнен!е либо по отношенно въ ^, либо 

въ уи для на 2, 

{10) $2 у9+я 

результаты, первыя части которыхь авно не содержат, первая у, вто- 

рая =. Новыя дифферепцированя пох и у дадуть просто. 

0 тра =0, р+-0, мья=® тия -0, 
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и поэтому мы получныь сначала изъ уравневй (10), а затёыъ изъ урав“ 

нен!й (11) 

=—-— а=—>, 
8 # 2) Ё А: ВЕ р 

г р 8 

рэщональныя значения, но которыя перестаютъ быть таковыми, если, 

желан ихъ сдёлать явнымя по хи у, замВнимь въ нихь 2 черезь его 

выражеше Е Ус — ^—9*, выводащевея изъ уравненя поверхности. 

67. — Зашвны перемвнныхъ, 

Продставимь, что, если м есть извветнан функщя 27а, у, 2, хо- 
тать замнить эти незавиеимыя пережфнных другими 5, 7, 6, связвн- 

ными съ первыми посредетвомь уравнешя формы 

(13) (2, у, 2) == каннымь функщяиь ба, 2, 5. 

Напр. 2, у, 2 могуть быть прамолинейными координатами различных» 

точекъ пространства, гдз существуегь функщи точки и; предлагають 
замнить эти коордиваты другими, &, 1, 5, либо тоже прямольней- 

ными, либо полярными, ею., которыя, не изыбняя значемй фувкщя 
въ различныхь точкахъ, будуть изызнять самое выражено. Тогда слё- 

дуеть поискать, кавъ это мы дВлали (стр. 105) въ случаВ фунвщй одного 

только перемфннаго, кавниъ образомь исчиедяютен, пра помощи 5,7, 5, 

посллонательныя производных отъ и по отношен!о къ 2, У, 2. 
Для этого употребвмь уже извфстный способъ, который козвохяетъ 

разематрявать фунвдю прежняхь неремфнныхь 2, у, 2, какъ бы зави- 

сящую при посредств® ихъ оть новыхь перемфивыхь 5, 7, 6, подобие 
фуякщажь оть фувкщи и даже, здфеь, отъ сложныхь функций. Поэтому, 
заставляя, папр., варнровать х, & поэточу, и &, 1, $, НО не изизняя 

ни у, ни г, мы будемь имфть: 

44) ди ды ды 0 ди 9. 

"Только, для того, чтобы вторая Часть была новымъ значевемь, выра- 

ди 
женнымь черезь &, 7, $, прежней производной зи’ оствется замзнить 

здфеь производныя оть &, 77, 6 10 2, которыя можно налисать выфств че- 

945, 1, 6) езь — 9 5- 
р 9% 

©ъ этой цёлью продифференцеруежь по отношеню къ 2, не заставляя 

› вияченаями, въ которыхъ фигурарують лишь сами 5, 7, 5. 
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варировать ни у, пя г, уравнения (13), называемыя уразнеяни произво- 

димаго трансформирозаня. Иначе говоря, заставимъ вар{аровать &, 2, © 

такимь образомъ, чтобы одновременныя увеличеня, 42, ду, 42, 27а, у, 2, 
разлёленчыя на 4х, данели, какъ частныя, 1, 0, 0. Озевихно, полу- 
чатея, беря отн частныя дия вторыхъ частей и обозначая черезь 2, у, 2 
ТВ же самых функши Фа, 1, $, которыя выражають эти прежыя пере- 
ифиныя, 

95 97, д2 05 _ 

Ро 8 8 = 
ди, и _ 

68) Ни = 
0 45 ‚00, 0 9% _ 
вы ТЯ а ^ 

Это, но отношеню въ искомымъ проязводныхъ О суть уравне- 

яя первой степени, коэффишенты когорыхъ, первых частныя произнед- 
ны фувкый &а, у, $, называющихея черезъь х, у, х, справедливо и 

единствевно содержать новыя пером нныя: поэтому рёшене этой сп- 

стемы дасть требуеныя значешя 96, 8. 

Я выражу результаты довольно простымъ способомъ, пазыван через 
К детерминанть трансформированя или общий знаменатель, 

д: [дуд2 _д20%\ ‚ ду[дгда 9:02) _д2[004 _дудт 
2:95 915 ых За\и а и’ 08) Е 

В 9 
детермивавть, взятый здвеь по отношезю къ его эдементамь —^ 

. 9 (2. у, 
но могун!й быть праложень такие и по отношеню къ она или 

й 

. Онъ во всёхЪ членахь входить въ иервой степени но отношен!ю 

БЪ БАЖдОЙ ИЗЬ ЭТИХ ср элемеятовъ, велдетье чего, если разоматривать 

9 (р, 9,2 вс элементы 
9 (5,1, 5} 

9% 
хоэффищенты въ скобжахь, изъ которыхь вынвеены въ (16) 5 

), вавъ столько ше разяичныхь перемфнныхь, то 

будуть нн чЪмь ннымъ, кав его первыми частиыын производными по 

отношению къ этимъ оломентамъ, производными, не завасащими оть 

этихь нослёднихь; и будемь имВть: 

. ‚ д20К дидк 02 дК 
{16 515) Кд + На т 

8 % 8 
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9 
Но выражен!в нензафетнаго, вапр. ро выфеть знаменателемь К, & 

для Зиеитеая, тать навфстно, то, чёиъ дЬлается К, когда занфняють 

кооффащовты 2 этого неизвфетнаго, въ уравненхъ (15), со- 
92 

о" и в 
отебтствующими изяфетными вторыми частями, 1, 0, 0, этахь уравненй, 

т.-е. вогда во второй части (16) или (16 68) подставляють соотвфт- 

ственно 1, 0,0 на мБсто первыхь множителей ав. Прилагая въ 

конц концовъ къ подучениой формул то, что будетъь найдено точно 

тахъ же и для прочвхъ некомыхь производныхь 2,9, мы получинъ 

тк, бк, 42 19. 
9 К 9 9х 9 % К 9 

Благодаря этииъ значешянъ вторая часть уразненшя (14) зависить 
уже ясключительно только оть &, 7, 6; и форнула транеформированя, 
которую требовалось найти, будеть: 

ОК ди _ЭКды\, 
и? там =. #8) 22 д я % 

Мы докажемь, что она прилагается ко всякой фунвын 2’а, у, 2 или 

Фа, 7,5, если увачтожнть здфсь букву в; а это дзлаеть ее символиче- 

ской формулой нъ родб тёхъ, которыя часто встрёчались въ преды- 
дущей главф, т.-е. способной выражать извфетный способъ хВйствы 

вадъ функшей, которую пишуть за каждой частью или важлымь чле- 

воз. А такЪ вакъ, чтобы хифферевцировать ло уиди по 2, будемъ имфть, 

очевидно, друМя авалои, въ которыхъ будуть фигурировать производ- 

"а ее К и овъ самъ уже не по отпотеню въ элементамъ 

ео но по отношеню въ о или ЕЪ Ее ЭЕ.т, 5’ "0 Ъ окот- 

чательомь вид получится для производетва разсматриваемаго транс- 
формировав я кратная формула 

9 1 9Кк 9 вк 9 9К 9 18 _1 ии р 2 09 бур -Е о“ енд" бака й |, 
9 7 % 

тд вс скобки (1, у, 2) должны, въ каждомь нужнонъ приложен, 
быть заыбнены либо первой изъ бубв%, которыя онВ содержать, либо 

второй, ес. 
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Оствется сказать, что веяый разъ, какъ первыя проязводныя по 

2, у, я разоматриввеныхв фувкщЙ и, 7,0... выражаются чакамъ обра- 

зомь черезь &, 7, $, это будуть новыя фувкщи 5а, 9, 6; а ихь 60б- 
ственное дафференцероване по 2, у, 2 будеть производиться, слЪдова- 

тельно, посредствомъь символическихь формул (18), тавъ что, въ случа 

одного только незаниенмаго перемфнваго, два послвдовательныхь при- 

м%нев]я формулы (38} нослфдней главы [стр. 105] дають вторую производ- 
ную но 2. Постепенно получатся въ.видз функши а, 7, 6, все по тому же 

самому прему, засткыя производвыя нейхъ порядковъ фувкшй и, у, ю,..- 
во отношению въ прежнимь перемвинымь х, у, 2. И вовросъ будеть 

рёшент, 
Если ше хотятъ зам нить ве только независимыя перехфиныя, но 

хотять замёнить и саныя фунвцуи в, о, #,... другими 1, У, 1’,..., ввя- 

запными съ нами и съ $, %, © иззфетнымн ураввешныи, то, очевидно, 

достаточно для этого поставить выфсто и, о, #2. ихъ значев1я ло 5, 37, ©, 

0, Р, И’, в. во-вторыхъ частахь соотношеня (17) и во вефхь нро- 

чихь подобныхь соотношенахъ. 

68. — Примбръ: случай, когда замфняютея не воф незавиеяния 

перемфнныя. 

Приложимь эту теорю въ прьмфру, взатому изъ годродннамакн. 
Предположим, что х, у, г суть коорданаты, въ эпоху &, разлачвыхь 

частидь изнзстной движущейся жидкой масеы, отнесенкой къ систе 

опред®ленныхь прямоугольных осей, и 910 &, у, © озвачають коорди- 
ваты этихь самыхь застищь въ извотномь снешальномь состоянш жид- 
кости, будь оно дАйствительное или только фиктивное, — состоя, 
которое пранимають 38 точку отправленя пли членъ сравнен!я, Ясно, 

что менереирия координаты 2, у, 2 суть взв®стныя фувкди, ве только 

га, но также (какь изывняюнияея съ частицей) и координать, вазы- 
ваежыхь первоначальными, &, 7, 5; это не поифшаетъ разематривать 2, у, 2, 

вавъ независимых первмённыя, потому что явлешя, провсходяныя въ 

эпоху # въ разлачныхь частяхь (т, У, 2) пространства, заватаго ялд- 
востью, очевидно, выражаются функшаями точки, гд® фнгурируютъ 

тенерешь!я коордянаты с, у, 2. Такемф образомь уразвеня (13) транс- 

форипрован будуть содержать здесь $ въ своихъ вторыхъ частяхъ, 

и вромВ того &, и, 6. Теперешнее состояяе двяжеши жидкости олре- 

4 (в, у, 2) 
& 

суть три скорости жадкости въ направленяхь осей и составляютъ три 

Евжя-либо функша га, 7, С, & Ша 28, у,2,Ё; ихъ обозвначають для 
сокращешя черезЪ и, ‚м; надо доказать напр., что веди наззать при 
этомъ черезь © плотность частяцы, расположенкой въ данную минуту 

дВляется тремя производными › которыя, въ точБВ (5, у, 2), 
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въ (х, у, 2), то производная оть — 120, взатвя по отношешю къ вре- 
мени, слёдуя 28 этой частицей или безъ варировамя 5, 7, ©, ниФеть 

для своего значення! 

9, 96 (19) жена 

Поснотримъ теперь, чВыъ сдёлается это значене, когда его выразять 

ть видв функщи а, п, 5. Увотреблеше формулъ (18) изиЖняеть его 

сназала въ 

1 [0 и дКди, ОКди, дк 
кре ое 00585 

8 р 8 Е 

в3я- 
Ча 

Но, тавь каЕЪ и, у, и обозначають три производвыя Ч, 

тыя безь вареровашя &, 7,6, то количество, заключенное въ скоб- 

нахъ, есть сумма произведен, получающихся оть унножешя каждой 
первой чаетной производной детерминанта А, отнесенной къ одному 

какому-либо изъ тёхь девяти элементов, оть которыхь этоть детер- 
минанть зависять, — на тавую же производную, по #, этого одемента; 
вли, иначе говоря, это кодичество есть полная производная Аа но 

отношению во времени, получающаяся безъ вартровашя &, 7, 6. Тавимъ 

образомъ, выражен! е (19) хВлается просто лак или ик 
К 9 9 

слтемВ перемфнныхь 5, 7,6, &; а тавъ вакъ ово выражаеть величину 

пря св- 

производной 9, разематриваемой при этой же системв перенВиныхь, 

то можро видфть, что фувкшя № К--1ве, вли 14(80), взятая въ раз- 
личныя эпохи &, во для одной той же частицы, первовачально расио- 

ложенной въ (&, 7, 6), ямфеть свою произвожную всегда нулемъ. Эта 

функшя, слёдовательно, независима оть времени; всяёдетые того же 

К но варирують въ обратномъ отношенн другь въ другу оть одного 

мгвовеня до другого. Тавямъ образомь детерминанть Е, опрехфяен- 
вый (16), представляеть пропоршоналено, въ разныя энохи и для одной 

в той ве частицы, обратное плотности этой частицы. Это можно было бы 
узнать и ивече, но здфеь достаточно было доказать, вавъ принврь 
упрощен, могущихь произойти оть замфны перенённыхь, — что 

водетановка 5, у, 6 на мВсто д, у, 2 приводить выражен (19) въ виду 

ЕК 
9 

Взатый вопросъ, кавъ ббльшая часть физичесвихь примбненй 

знализа, содержать четыре везависящихь перем вныхъ, именно &,7,5,2 

пря систем® одвой и г, у, 2, # нри другой. Если три уравневя (18) 
транеформироваяя производныхь удовлетворають насъ, 10 это потому 
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только, что одно изъ перенфнныхь, #, — общее обфиыъ системамь, & 
также и потому, что мы можемь разематривать производных по отно- 
шеню въ отому общему перемфнкому только въ новой систеиф, гдё 
производныя по $ берутся безъ вартяровав!я &, 9, 6. Если бы мы вачахи 

разсматривать ихь точно такъ же и при сястечВ 5, у, 2, 2, ГДЪ он берутся 
безь варировая 2, у, 2, & ТАБЕО и 5, 7, 5, То намъ пришлось бы, 
чтобы избфжать сифиивавя этнхь производныхь съ предыдущими, — 

придавать перенфнному # два различныхь названя, называль его напр. 
черезь т, когда оно фигурируеть рядомъ съ 5, 7, 6, и черезь {, когда 

оно соединено еЪ ш, у, <. Тотда совокупность уравнен!й трансфорыиро- 

ваня будеть устанавливаться очевядныхь соотнотевемъ =, прясо- 
едннениыиь къ соотношешямъ (13), сдълавшимея 

{2,9, 2) = функщиныь 5'а, 7, 5, т. 

а 9 
Произволныя, обозначаеныя выше черезь > или -—., елфдова- 

О 9 

Я 9 9 
тельно, будуть писалься черезь а или 8 обозначене & 

выражать только производныя, взатыя на мъстя, т-е. безъ вариро- 

ванн зиеперешниеь воордиать =, у, #, или что ври этомь поел5- 

довательныя проязводныя фувкщи точви разсматриваются на одномъ я 

будеть 

й 
томъ же иво (2, у, 2). Что касается до пронаводныхь 2 получаю- 

щихся, напротив, безь варшрованя &, 7, <, или безъ того, чтобы 
первоначальных коордиваты разсматринаемой точки язмёнялись и, сяёдо- 

зательно, слфдовали за одной и той же частицей, — то онё будуть, 
сравнительно, полными производными по отношен!ю во времени, вычи- 

сленными при увеличен и вывстВ $, х, у, г соотв тетвенно на 4 += т, 

@2-=нат, Чу=ьйт, г == ег; а это даеть 

8 в 9 9 9 д 

и Вы МТК 



ГЛАВА УП. 

Аналитическя примёненя дифференщальнаго исчислемя: исклю- 

чене постоянныхъ и произвольныхъ фуннщй посредствомъ диффе- 

ренцирован; *разсмотрьне однородныхь функц; теорема Коши 

объ отношени одновременныхъ увеличен двухъ функций и употреб- 

лее этой теоремы, особенно при исчислени выраженй неопредф- 

ленной формы; разложене фуйкщй въ цфлыя сери; формулы Тэй- 
лора, Макъ-Лорэна; разложене («--5)” ею. 

77. — Иеключене произвольныхъ постоянныхъ поередетвомъ диф- 

ференцирован!я и образован!е дифференщальнаго уравнен!я, под- 

ходящато ко всей групп функщи ля кривыхъ, 

Предшестлующия главы содержали веЪ главных правила дафферея- 
Шальнаго нечиеленщя; остальное этого исчисленя заключаетсн въ при- 
мънещять метода, которыя называются аназиизическими или зеометри- 
ческими, сщотря потому, вводатъ ли они преимущественно алгебру или 
теометр!ю, но. когорыя, в0 нсякомЪ случаВ, получають геометрическое 

предотавлеще, необходимое для полнаго ознакомлен:я съ ними. Я начну 

съ анахитическихь примфнев, и сначала съ того изъ нвхъ, которое 
булеть, въ ибкоторомь родВ, переходом оть самыхь правнль Анализа 

безконезно-малыхь къ его примзненямь: это — исключен постоянныхь 
посредством» дифференцироващя п образоване уравнений, дифференаль- 
ныль или имоющихь частныя производныя, общихъ всей груз фувьщй. 

Пусть безконечность функ у 2”& будеть опредфляема однамъ и 
ТЬмь ше уравнешенъ формы $(2, у) == с, ГАЪ с означветь параметр, 
мнающся безпрерывно, когда переходять оть одной изъ этихь фунвщй 

БЪ ея сосфднчмь; напр. с =9(х, у) будеть опредёлять вЪ пхобвости ху 
функцию точки, а разсматриваемыя фунёщи у а’а будуть опредблать, 

по соотношению, сущестнующеху между ордвнатой ихь и абоциссой, 
фазличныя кривыя, на которыхь $(х, у} остается ненеремёяной. Тогда 

308 фунвии у 2'8 или кривых, ихъ представляюния, называются при- 
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надлежащеми одной н той же зруняи, которую он составляютъ своею 

совокупностью. Уравнеше $(х, у) =е, дафферендированное вдоль этахь 

хривыхь, даеть, очевидно Е: + ”=0, соотношене, откуда постонн- 

ное с исчезло, но гдё фатураруеть, крохф хи у, производная у’. Это 

соотношене назыввется дыДферснщальнымь уривнещемь данной группы 
функш или кривыхъ: оно опредфляетъ, въ вид фуякши координать х, у 

каждой точин ихосвостя, отклонене у’, воторов представлиеть прохо- 
дащая зиЪсь одна изъ кривыхт группы; точно такъ же ово выражаегь 
свойство, общее всфмъ двннымь функщямь у, тавъ какъ, уничтожая с, 

мы заставляемъ уназчтолжиться то, что отличаетъ одя% функщи отъ другихъ. 

Мы увидамъ въ иитегральномь исчислещя, что уравнеше грунвы, 

нзятов или въ форм $(х, у} ==е, или во всякой другой, ио обязательно 

въ явной фориф ио`отношенно въ у, тавЪ напр. у ==, с), называется 

общим интаралонь кифферснщальнаго уравнешя. Назр. дифферен- 
цвльное уравнен!е у’==ау харавтеризуеть грувиу фунвщ!, формула ко- 
торыхь есть у--се“7, тавъ какъ, если пранять пре одвомъ чгновеши, 
310 с при этой групи обозначаеть не ностопиное уже, & какую-либо 

фунялю ха, волёдетве чего, произведеще се“? можеть само выражать 

хакую угохно фунвщю за, — то производная у’ этого произведешя бу- 

деть, очевидно, с'2? | асе"? и получитен, казъ услове, при которонъ 

эта производная обращается въ ау ИлН @66“?, т0, что с’=20, т.-е. 

что с== постоянному. Дфйствательно, уравнене у == се“ съ постояннымъ с, 

ззятое въ формВ уе-^? == с, даоть, есла упичтожать, посл дяффенця- 

рованя, общий множитель е7“? (отличающуйся отъ пуля), у’ — ау =0. 

Такимь образомь диффереацированя достаточно для уничтожения с, 

когда уравнеше, откуда уничтожають его, рёшено по отношенйю 

къ этому постоянному ихи, по крайней мёрВ, когда с отдьлено-оть ди у, 

х.-е. когда члены, тдё содержится с, ке содержать ви 2, ня у. Но 
этого уже ить въ обратнохъ случаВ, когда разематривяемое уравненю — 

‚ И. 9Е 
форны Их, у, 0 = 0 и когда с входить тв соотвошене = _-- ау. "0. 

Но дифференцироваяе, доставлин это соотношене, даеть еще вознож- 
ность получить, между 2, уму’, дафференщельное уравяеше группы, 
такъ важъ, чтобы ныфть его, достаточно уничтожить с, получая, напр., 

его значенн изъ разематриваемаго Ё(т, у, с) =0 для подстановки его 

Полезно занётать, что дафференщехьное уравненше существуеть 

даже и тогда, когда грувна функц у ве ножеть быть выражена азте- 

бранчески или аналитичеекн п, сябдовательно, не нозволяеть уннчто- 

жен, которымь учить алгебра, Этв труппа ножеть быть опредфляема 
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только эмперическимь путежъ: такф представлають нанр. совокупность 
линй или похосъ, новрызающихь вся плоскую поверхность, на которой 
будеть проходить, скользя по поверхности, безконечность налыхь твер- 
дыхь тфль. Въ каждой точьё (2, у) хакой плоскости будеть такниь. 
образомь лено замфчаться или опредёлатьсн направлеше полосы, а это 
позвохяеть сказать, что угловой кооффищенть у’ касательной въ групп®, 

образуемой этими кривыми, будеть равняться опредфленной, правда, 
чнето энперической, функщи двух коордивать х, у точки касолйя, и 

что, елфдовательно, кривых допустать азвёетвое общее лифференщаль- 

ное уравнене. 

Точно такъ же ихъ ординаты у могуть ие быть выражаемы сим- 

золомь /(л, с). Такъ какъ можно было бы разлачать различныя вра- 
выя посредствомь нумера положительнаго чля отрицательнаго порядка, 
написаннаго кри каждой изъ нихь, то послёдовательные вухера...., 

—3, — 10,1, 2, 8,... соотвётетвовахи бы кривымь довольно 

сосфдаикъ другь еъ другомь, & дробные нумера, такь же произвольно 

мвло разняииеся другь оть друга, были бы сохраняемы для кравыхъ, 

проведенныхь между первыми; вел8детЫе этого лумерь порядка кри- 

выхь сдёлался бы независящимь перемфинымъ, безирерывнымь яара- 
ъ‚метромь с. Этотъ ввдъ постепенностя быль бы, ром того, произволь- 

ныхь въ предфлахъ, сходныхь съ безирерывностью; и мы имфли бы 
свободу производить эту постепенность при всякомь жоличестявнномь 

обстоятельствв, дающемея кривыми. За с можно брать напр. ординату 

начала разянчныхь кривыхъ, т.-е, разетозше до начала Боордянать оть 
точки, тдф он пересфкають оеь у-овъ, ит. д. Яено, что у, зартрующ/й 

оть одной эбспиесы до другой и отъ одной кривой до другой, будеть 

вхолн® изеъстной функщей Г (только эмпирической) да и с. И, точно 

такъ же, е, нумерь порадка нли параметръ кривой, проходящей черезъ 
данную точву (1, у), будеть вполн% опредфлень, какъ только дадуть хну, 
или будетъ внольв изеюетной функщей точки, 9(х, у), но опять-твЕИ 
змперяческой. 

Если бы данное уравневе между хиу содержало нзеколько пара- 

метровь и предетавляхо таким образомъ то, что можно назвать кратной 

безконечностью функщй у х’а (именно, различную безконечность пря 
хакдомъ параметр, который зветавлають вертировать), то это ураз- 

нен{е надо было бы дифференцировать столько разъ, сколько ныфли бы 

этихь параметровь, вводя такимъ образомъ кром первой производиой у’ 
сяВдующн производныя ‘”, у”’,... вилоть до той, норядокь которой 
равнялся бы чнелу параметровъ; и исключение постоянныхь изъ соотио- 
шея, подучающихея тавимъ образомъ. ин разематриваемаго дало бы, 

по отношенйо къ х, у, у’, у”, 4"",..., то, что вазывангь даффереищаль- 

яымъ уравнешмемь вмсшоло порядка, т.-е. содержащимь вроизводныя, 
высиия, ЧФиъ перная. Это ураянеше, очевидно, выражало бы свойство, 

общее кратной безконечности функц!, о которыхъ ндеть дфло. 
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Еще можеть случаться, что получатся нВскольво фунви у, 2, м,.. 17а 
т, напр., равное число параметровь, входящихь, каждый, въ выракене 

везхь фунвцИ. Тогда производная у’а напр. заввсвла бы вообще оть 
девхь этихъ нараметровь, н, подставляя здёеь ихь значеня (по 2, у, 
2. и,...), выведенныя изъ давныхь уравненй, которыя опредёляють 
фунЕн у, 2, н,.... Мы получила бы соотпошене между производной у’ 

и&, у, г, и,... Такъ какъ получается одна аналомя для 2”, другая 

для #’, в4в., то окончательно, вслФдотье соединен я вефхъ этихъ соотноше- 
18 между У’, 2’, и... И т, у, м,..., МОЖНО имФТЬ ТО, Что НАЗЫВають 

. системой Энфференщаяаьныть уравнений; эти одмовременныя уравнена, 
не содержашн уже параметровъ, выражають извфетную совокуниость 

‹войствъ, общихь кратной безвонечности фунвш у, 2, и, 

78. — Примфры: евойство касательныхъ или нормалей, общее всей 

трупи$ кривыхъ. 

Въ простомь случа соотношеня, #2, у, в) =0, между прамо- 
угольными координатами 2 и у различныхь точевь группы нлосвостныхь 
зрявыхь дифференщельное, уравневе форкы / (2, у, у’) =0, къ которому 

првходать, заставлаеть откдонеше у’ касательной, проходащей въ этой 

точкф къ кривой, которая здБсь проходить, и слфдовательно откло- 
нене соотв тетвующаго нерпендикуляра — зависить отъ положеня (2, у) 

каждой точки плоскостя. Итакъ это 
уравнеше выражаеть главное свойство 
касательной илн нормахи въ група® 

хривыкь, и мовно понять, что оно 
имфеть пногда легкое геометрическое 
представлене, гдф будуть фигуряро- 
зать напр. или длина касательной иле 

нормали, предволагаемыхь проходя- 
щими от точки контакта (2, у} до оси 

абециссь, или вхъ проевизи на эту ось, 
вазываемыя  соотвфтетвенно подкаеа- 
тельной и поднормалью, к. Выраженя, Тв, 12. 
необходимыя знать для такого предета- 

влешя, этихъ двухь послфхнихь линй ГР, МР, относящихея (65. 12) 
къЕакой-дибо точкВ М кривой А”, получаются легко. Если провести, 
въ 3/, касательную ВИТ я нормаль ММ, то отвлонеше, у’— ща’ ЫТ, 

Ри . МР 
хасательной есть ие что иное, по опредфленю , какъ отнощене ТР и 

и . РМ РМ 
ТР> фавное отношению МР или 

высота МР = у прямоугольнаго треугольника ММ, опущенная на гипо- 

волёдетье свойства, по которому 

А. п. НЕНАШЕЗА, . з 



— 130 — 

‘тенузу ТМ, еств среднее пропоршональное между отрёзЕами гипотенузы. 

Такниь образом имжемь 

похнормаль РМ-= уу’ и подкаевтельная Ру . 

Воть два примёра: 

1} Раземотримъ группу вривыхь у? =9ех, образуемую зе%ми пара- 

болажи, кекъ напр. М’ОМ, которыя имфють свою вершину въ началь 
координать и евой фокуеь Р на оси д’овъ, параболами, изъ которыхъ, 

одна всегда пройдетъ черезъ какую-либо точку М(х, у) плоскости. Уравне- 
ме у?==2сх, дифферевцированное но х и раздленное на 2, даеть уу’==е, 
Т.че. (но формужВ, которую мы недавние получили) РМ-==с, изеВетнов 

свойство нодноркали. Иеключамь с, вотавдяя, наир,, его значене уу” 
В: 
«= 

наго уравненн 

въ уравнеще 3х грукцы. Получится дн чекомаго дяфференталь- 

#1, т-е ТР--ЗОР. 

Итакъ общее свойство вовхъ параболь данной груввы состоить в% томъ, 

что ихь нодкасательная ГР и, езждовательно, ихъ касательная 7М пере- 

сЪкаются въ своей срединЪ осью ордннать у, которая есть касательная 

къ вершин этихь параболъ. 

2) Какъ второй примфръь, пусть дана группа круговъ одного и 

того же ражуса Е, центры которыхь лежать иа оси 2’овъ. Ихъ урав- 

неве, если взять за параметрь с абедиссу центра, есть 

—-+р-в 

Днфференцироваве даетъ, если раздёлить на 2, х— е-- уу’ -0 и на- 

конець черезь исключене с или лучше у -—с получается 

и — = 

Таково — искомое лифференальное уравнеше. Но согласно доказа- 
тельетву, для котораго служила предыдущан фигура, но которое мо- 

веть быть приложено ко всякой кривой, уу’ выражзеть поднормаль РМ, 

относящуюся въ точЕЪ 2Г, ордината которой есть Р-=у, и, сяБдо- 

ветельно, выражеве у’у’?--у? не что иное, хакь Р№-- МР*, сумна, 

равная квадрату, ММ, нормали въ прамоугольноиь треугольник МРК. 

Итакъ дифференшальное уравневе настоящей задачи заставлнеть пи- 

сать ММ? = Е? или ММ — В: оно означаеть, что разсматриваеные 

круги довускають для общаго свойства слфдующее: ве ихь нормалн 

одной и той же дланы и равны постоянному радусу этихь круговъ. 
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79, — Иеключене произвольныхь функш! поередетвомт, дифферен- 

пирован\я; образоваше уравненй, имфющихъ частныя производ- 
ныя и выражающихъ свойство касательной плоскости, общее веему 

классу поверхностей, содержащему безконечность групп, или 
свойетво всего класса функщй н%феколькихь незавизимыхъ пере- 

мЕнныхъ, 

Когда разсматриввемая фувкщи, воторую я назову через и, за- 

зисить оть афсводькнхь параметровь и оть нфекольквхь везаниен- 

мыхь перемфнныхь т, у,..., то уравнене, которое опредфляеть ее, мо- 
жеть быть дифференцировано по отношеню къ каждому изъ нахь и 
даеть такимь образожь происхождене столькимъ уравнешяхь, содер- 

жащимь соотьфтетяенно проваводный 5 о. 

этяхь перехБиныхь 2, у,... Имвя такимь образомъ уравненй болфе, 
чВыъ въ случа только одного незавиенмаго перемЗиваго, можно про- 

изводнть гораздо бодёе обоя исключен!я и избавляться не только оть 

параметра, но даже, каъ я уквшу скоро на прин®рё, и оть произволь- 
ной фузкщи. 

Итакъ тогда, между перемфнными 2, у,..., & и ихЪ частвыми иро- 

язводными Е: в составляютъ уравнене, называемое инъющимь 

частныя производныя и общее тому, что можно назвахь вевыь клас- 

сомь фунещИ, категор1ей, болфе широкой, чфыъ зрумны съ однамь или 

вВсвольвими параметрами, только что разсмотрвяныя; оно называется 

тавъ потому, что содержять безконечное разнообраз!е этихь груниь. 

Хогда, въ частяости, мубютль два независимыхь перемфлныхь л, у, и 
ъогда = есть ордината власва поверхностей, то ихь дв производныя 
00 х и у, вазванпыя через р п 4 вЪ четвертой глав (стр. 88) 

опредзляють (стр. 89) направлене касательной плоскости иди нзпра- 

влене нормали: & слфдовательно, уравневе, нибющее частныя произ- 

водных, между 2, унрид, общее вевмь разематриваемымъ поверхно- 

стамъ, выражаеть свойство ихъ касательной плоскости иля ихъ норхали. 
Подобно тому, что было въ случаВ функщи у 27а и хвухъ, трехъ... 

параметровъ, гд® равное число дафферендарован! й по 2 козволнеть нсклю- 
чить эти параметры и праводить къ дяфференщельному уравнению выс- 

зпаго порядка, — точно такъ же вогда выражене данной фунвщи 17а, у... 
содержать болфе одной произвольной фупкши, ляфференцированя, про- 
долженныя ридоть до производныхь второго, третьаго и т. д. порядва, 
АВявють возможным исключенше этахъ произвольныхь фувкшй и обра- 

зоване того, что зовуть уравнещемь, инющинь частных производныя 

высшаю порядка. 

., столько. существуегь, 

3 
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82. — Другое аналитическое прим нен!е дифференщальнаго иечи- 

‹лен!я: истинныя значея выражен неопредфленной формы. 

Нерейдемь &Ъ другой серн аналитичеекихь примфненй лифферен- 
вльнато исчнеленя, именно къ вычислению зыраженй неопредвлен- 

ной форны. з 

Нанбояфе простых изъ этихь выраженй встрёчаются при раз- 

снотрёни частнаго и двухъ данныхь фунец!Й /(+), (2), когда, ари 

певфетномь значешн т==а перемфннаго, дз® функция въ одво и то же 
0 

время уничтожаются. Частное дфлается Тогда 5 Е извфстно, что это 

выражеже слособно принимать 86% выражаемых значен!я, такЪ как веВ 
` значени, умкоженных на дфлителя 0, дфлаютсн дфлинымь — нулемъ. 

Га) 
Ф@) 

одно; оно должно (стр. 34) фитурироваль въ ряду зиачеюй функши 

Ге и, такъ вакЪ ветественно (стр. 4) предполагать Функли безнуе- 

рывными веяый разъ, вавъ нёть къ этому абсолютной невозможности, 

Но вырашене, о которомь идетъ дёхо, не разсматривается только 

@ : 
то га) можеть получить также зыачене, не отличающееся зам т- 

$(а) р 
: 62 

нвымъ образомъ оть тёхь, воторыя принимаеть функщя о ири 2 
приближены ЕЪ х==а, лищь бы только однако эти послёдЕя значены 

отличались все мене я мене другь оть друга. Иначе говоря, всея 

разъ, какъ фуишя р ы будеть стремиться къ предвлу по мВрё пря- 

банжешя х къ ы этоть предёль, один только, будеть астинныкъ. 

р Ка) 
значенежь дроби 26) воть его-то, сафдовательно, и надо некать. 

Одинъ изъ неносрелственныхь учениковъ Лейбница, маркизь де-Ло- 

наталь (9е Г’Ибриз} даль при тожъ услови, что производныя {’), 

$@) безирерывны пр #==а, очень простое правило, вообще доста- 

точное для этого. Оно состоитъ въ томъ, что при х-=а зам ваютъ 

отношене двухь фунящй 7(), ф(л) отношемемъ ихъ произнодныхь 

Г(®, $\=). Есля бы случилось, что эти носяёдьн сами уничтожаются 
пря х==а, то надо было бы прилагать къ этому отвошенйю то же самое 

правило, посл унячтожеяйх въ [’(2) п $2) общихь множителей, кото- 

рые были бы зяфсь ясно обозначеннымя, и т. д.... 

Обывновеино это правило выволять изъ теоремы Коти объ отно- 

щев!и одновременныхь уведиченй двухь функи;й, составляющей важное 

обобщене основной форкулы № 10 (стр. 31). Начнемъ с5 ознакомлен я 
©ъ этой теоремой. 
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83. — Теорема Коши объ отношени одновременныхъ увеличен! 

двухъ функшй. 

Козда де» безпрерывныя функши [(2), $(2) интють свои первыя 
производных [*(#), ф'(#) безпрерывными между двумя значенлии т==а, 
== -НВ неремънною в козда промт зо одна из этихь фунюй ва- 
ЗЗируеть постоянно въ одномз и томь смысль, такъ что ея производная, 
моцицая уничтожиться при предълаль, не уничтозкается въ этомь ин- 

тервали, — то отношене соотетииствующихь сунмированныть уввличенй 
Эвуть функц равно отношенфо ить производныхь при промежуточном 
значени перентннояо. 

Въ другихь словахь, если 9% обозначаеть неизввотную дробь №а, 
иди 9 есть число, взятое между 0 и 1, то будемъ выть 

Га-ь — Ка) _ Ге 9) 

ео че) — ока 88 
Вставимъь въ санонъ дл между а и а-- неопредфленно вовра- 

стающое число значенй ха, когорыя я назову черезь т, ла; у...) н-л- 
сохраняя обозначеня 2, я х, для перваго а и дая послёдняго а-Н в. 

Оть одного изъ этихъ значенй до другого /(2) и 9(=) получають уве- 

личеня, нибюпя общйя выражен 4/(2), 4ф(); соотвётетвующя отно- 

шеня этихь увеличен, инфюния знаменателями Аф(2) съ одазыь и 

тАмъ же знакомъ, но условно, будуть 

из) ОГ, ед, Че абы, 
фт) ° оби) бо) ды)" 

Поэтому отношеше 

Ако) > А-П Ге -Га), 
Аль) Аш)... А -и) $а-- № — ва) 

образованное отъ сложемя почленно предыхущехь, будеть заключаться, 
во теоремВ (етр. 11), жежду сачымъ большимь п самымъ малымъ изъ 

нихъ. АД, таЕЪ КакЪ наконець по мёрё приближена 4 къ нулю выра- 

4%) 4) 49() а > На т, ен ое’ 199 — и 

вли такъ какъ отвощеня (12) дВлаются въ предёлв различными значе- 
7 

няни функщи Се ) при х, изыВняющемса между в и а-- В, то можно 

видфть, что разематриваемое отношеше ть ие. будетъ ри 

Е 
чаться между наибольшинь и нааменьшииь изъ отихь зязченй 9@ 

очевидно, стремитея въ %% 
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Кром того въ виду безирерывности /^(х), $2) и неунвчтоженя $^() 

г® 
7%) 

ИЗЪ ЭТИХЪ значенёй, наименьшаго или наибольтиато, хо другого не иначе, 

какь черезь вей промежуточных положенуя величены; в, слфдовательно, 

Г (#0) 

между предфлами х-=а, с=а--й, дробь проходить отъ одного 

есть такой моменть, когда она равняется 

звать черезь а-Е 9% значеве з’а эъ этоть моменте, то води полу- 

чится ревенетво (11)*). 

*) Формула (11) распространяется и па случай, когль охий лёъ двухь функий 
1), Ф®) ив варшруеть всегда въ одвомь в томъ же смыслВ и котла, сифдоватольно, 
ихь дьф пропвзодныя (2), д”), измвняющиы знажы, упичтожажтся въ разоматривае- 
жохь интервыяв, ебли только ЭТОГО УВ вЪ 0дНО и 70 же время. Это можно узпать, 
разонатривая безпрерывлую фувкино - 

Рем Ра) о --ЬЕНЯ 19) —+@), 

которая, будучи тождественно нулевой, при 
требусть чтобы вя пролззолияя (безпрерывняя) 

хь продьзяхь 

е-ьву ий 
Рози 

изибниль вндхь и; сАховательно, уничтожилась бы, ль митераиль, 1..0. при звачеши 
27а, лыражаамомь черезъ в-р 67. Итакь имфень: 

ко Га 
Рес ы Ге--вй— же-- в) =0. 

Но это раленство воззожно прт ф^а -- 6й}, отличвющенся от пудя, вел лопуегать, 
что [Ча -- 91) ид + 08 но отуть быть пудями пъ одво врихя, Итаяъ, врн зол 
уельвеи, можно раедлить это рореяство а ф’(4-> 6%), тогда полуяитсн 

Даб Гй _ Га в) 
ее) Фа 0) 

тв. формула Коши. Мы будемъ призатать #8 только къ случаю, когда пронаводная 
$") пе уничтожается хожду дружи продёчами енто, +В; п воть почему 
достаточно доказать мь примёчащи ен прижфневе иъ друпиь случьлуь, ира кото- 
рыхь пообходимость раземитриваль ещо существующее исключено (по крьйней мврё. 
по зоказатетьству) одногрехеннасо нсудичтоженя /’(#) и $64), быть можеть, сдБ- 
дала бы употребление ея хонфе позевной. 
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84. — Доказательство правила, относяшагося къ выражешянь 
о ; 

форны о; ‘исключительный или содержащий  спещальвыя 

трудности случай. 

Теперь, есля пря значоши а перемфвнаго дзф функция /(2) н 9 (2) 
уничтожаются, если, кромф того, увеличене № должно стремиться кЪ нулю 

и можеть сдфлаться какъ угодно м8ло для хого, чтобы производная одной, 

но крайней мВрф, изъ двухь фунещй не неренфияла свой знакъ между 
#=аих=а-л, то формула (П1} даеть 

ь 
(18) в) 

ей 
Допустимъ, что отвошене 98) стремится, какъ обывиовенно и бы- 

зваеть, къ предфау, котда х стремится кЪ а. Тогда какъ только # но- 
степенио будеть приблажатьея въ нулю, 9%, будеть отрематься оть ная- 
шеньышаго абсолютнаго значевя къ пулю вли постепенно, или быть можеть, 
въ извфетныхь случаяхь, лерескакивая иногда оть одного абсолютнаго 

значеня къ другому, чувствительно меньшему. Кажь бы 10 ин было, 
. 

но вторая часть не можеть избфжель сходимости къ предзлу ге а 
[2 

это и доказываеть правило. 

Ноа можно сдёлать тавъ, что пря постепенвомъ преближени 2 къ а, 
‚ 
гв будеть колебалься безконечно разъ между боле или менфе уда- 

ленными предфлами, пли не будеть касаться нивахого предфла, а между 
твмь вторая часть (13)-го будеть допускать опредёленный предфль; 

дёйоствятельно, ничто че ибтаеть, когда № безпрерывно уменьшается 

до нула, чтобы 6й варшровала по временамь отрывието тавъ, чтобы 
привести ясф поелёдующя знеченя, взатыя для второй чаети (13-го, 
въ наименьшей только частя тфжъ значен, ноторыя будуть получаться, 

есжи заставить 9 уменьшаться безирерывно. Ясно, что, въ этомъ случа%, 

Ге-ь щ7) 
2+)  9® 

ить. Итавъ, нельзя будеть 

употребдяемое правило поведеть въ ощибЕВ, твкЪ кёкь ——— 
ы 

будетъ стремиться къ предбду, а т 

РФ 
призестя отношеве хвухь фунвщй = въ отношеню ихъ произзодныхь, 

которое, хВйствительно неопредёжеиное пра х== а, будеть тольво спо- 

собно зерезъ уравнене (18) получить между свовыи возможными зив- 

Ио 
чешями, ввятыми въ безконечиомь чиель, то, воторое равняется $). 



— 136 — 

Любонытный прямзрь этого случая предетавляется, если взять 

Паш, Ф®=х в а=5, 

чтё даеть /(а)=0, 9(а) =0 и заставляеть /(2), Ф(х) варнровать без- 

прерынио даже при предфлВ х==0, гхВ множитель эп ъ сдалавиийся 

Зоо, однако постоянно заключелеь между —1 и -|--1, перестаеть ва- 
ЗИаровать постененно. ДвЪ производныя /^#) и $^(х} дВавютея тогдеь 

т 1 1 Та —_ 
Га = 229 + а (з1) ( ' ое Зет ф/(2) = 

Вторая — постоянное, а первая /”(), праводящеяся чувствительно 
1 . въ — с0$ - при значешяхь 2 д’а, очень соебдяихь съ нулемъ, — 6е3- 
Ра 

прерывиа, разъ х отличается оть нуля, т.е. между предфломъ д 
и Еакихъ-лнбо другим®, хотя она и перестаеть быть такой при 2=0, 

вогда быстрота ея вере отъь -Е1 до --! — безконечна. По данному 

тозько что докаазтельству формулы (11} этого будеть достаточно дн 
того, чтобы можно было приложать эту формулу (11), такЪ какъ безире- 
рывность /(2) и 9(2), существующая еще даже при 2==а, позволяет 

‚пренебрегать, безь чувствительной относительной ошибвн, въ одновре- 
менныхь малыхь увеличешяяь /(е-+ #) — (а) и $(а-Н№) — 9(а) эле- 
ментами 4/(х), 44(%), очень близкими отЪ этого предфла а, гдё про“ 
изводных //(), $'(х) не взиЪняются уже постепенным и воолн® опре- 

дЪленнымт образоиъ. ИтвеЪ, ничто не мёитаеть разсматривать предфльное 

в 7) Ро 1 И знвчене 969 › вакъ равное г, илн — 60$ > при вначеши 22“а, 

74») безконечно сосфднемь съ пулемь. Но извёстно, что 2)’ сдалавшееся 

1 
тогха — с05 = Или — 6080, ив бепрерывно и не опредёлено между —1 

Е 

$) 
единетвенное значене, нуль, въ моменть, когда х уничтожается. 

в --1, тогда какъ истиниое › очевидно равное аз 1, допуекаеть 

Когда производныя /(2), 4/(2} дЪлаются безконечными въ предл = 
то правило имфет® еилу: а это доказываеть еще предшествующее размыш- 

деще относительно возможности исключать изъ увеличенй Да +1) —Г(а) 

и 9(#-- № — $(а} злемевты 4Г(2) и 44(.), очень близые въ этому пре- 
ДЬлу а. Только тогда искомое отнощене проязводныхь предетавхяется 

Въ ВЕД 5 не менфе чеопредфлевномь, чнъ г во и въ этому вяду, 

век ны векор® увихамъ, прамфнамо то же самое правило. Но можно 
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прямо употреблять этотъ результать 5, евли безконечное значене 

двухъ чденозъ фунёцщи вытекаеть изъ прнсутстыя общего безвонечно 

узеличивающагося множителя, который достаточно будеть уничтожить. 

Пусть дано напр. /(#) =Уз— 1, 9(2) =Уз2"-1 и а-=1, откуда дяя 

сл) Молучится форма 2. Получатея {’(х) = 
1 

ЗИ—1 

теля - Но ихъ частное можно написать въ вад® р ‚ 

1 
= Уз-1 и оно равняется при 2-1; результать, который ио- 

У 
лучили бы точно такт же, если бы замбтили, что 9 (2) 2-1. Ух 

Г) Из--1 (2) и что одфдовательно $6) инфеть для своего выраженя 

влн образкается въ 1, когда х 
У? 

85. — Примёнеше правила къ примвру. 

7(з) Обывновенио отношене ^- производныхь стремится къ предёлу, 
$) 

боле удобному для вычисленя, чЪмъ истинная велячина га 

Уз 

› нахо- 

димая непосредственно. 

Пусть, вавъ примёръ, надо вычиелить дробь 

ея (ие ава (#—в-*) (ие ) пля зв 

а 23 —2260$х па — 26052 

кра предёлё х-=0. Обыкновенно это ухазынають, заключая разематри- 

заемое выражене въ скобки и ставя внизу значев!е, которое дажугь ау, 

однимъ изъ двухь способовъ 

ЭМЬ 2 — 2 603В 2 \ [ В#— и 
= гл ли 
512 — 26052 /#=0 эш 0. 

Обе члена дроби уничтожеются при 2==0, поэтому заыфиниъ важ- 

дый члень его производною, которая есть, носдф очевиднаго приведе- 

и, —2ьх для чнелителя и 250 для знаменателя. Итакъ вывсто 

деннаго отношения (14) можно будеть вычислить отношене двухъ фун- 

Ща, сана и 29, отвощене, тождествеяное, посл сокращеня 

— ая 
„ Но тавъ ввкъ и 570 — общаго множителя х, отношен!ю Е. 
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0 
формы б ИР разематриваемонь предвлЬ, то вамВиить эти члены ихъ соб- 

ственныхи производными, — со5Вх, с052, частное хоторыхь приз —0 

есть — 1, истинное искомое значене. 

Вее производство вычисжен!я нредетавляется такъ: 

ЗН и — #60ЗН я — Заре ЭВ Е 

502 — 26052 /9 \ яие © эта /0 608: /0 

Легко позёрать результать — 1, замфняя, въ обонкь членахь второй 

дроби (14), зпиз и созшиз, какъ круговыя, тавь и тииерболаческя, 
ихъ обыкновенными разложешами по степеням» 2`а, соедвняя подобные 

члены, уничтожая затЪмъ множитель 2, общ двумъ тавимь образом 
полученнымь серяыт, и, няконець, полагая 2=0. 

86. — Выражешя вида 07 

хоторяя, при частнонь значечи х-- а леремюннаю, 

|.) 
принимають видь >’ “иють свою истинную или предъльную вваичину, 

. о 
вычисллемую по тому же правилу, что и выражения формы б’ т.-в- 

1). 
9@) 

06а предфла, подставляемые такимъ образомь одинъ ня мфето дру- 

того. во крайней мёрё — либо нулв въ одно и 10 же премя, либо конеч- 
ныя в раввых значеня, либо оба безконечны и одного и того же знава. 

Это важное распространен!е правила объ отношение двухь уничтожаю- 

щрохея фупки отврыто Коши. 
Чтобы доназать его, придадимъ х зназеше а, близкое отъ а, 

которое дфлаеть /(2) в $(=) безконечвыми, и подставимь ва м%ото 

Ге ы или 9 
фай $2) 

2 РУ нулевой при 2-4, ва фувкю 5 одинажово нулевую 

при томъ же предфлв. Эти дв безирерыввыя фувешн очеввдно при- 
банжаются въ нулю и варшрують всегда въ одномъ и тожъ же смысл, 

когда абсолютных значеня /'(2)-в и 9(2)-в увеличиваются вла котла 

%—а-- А стремится 5Ъ а. 

при помощи зантни т 

`разсмагриваемой хробя равнозначащее частное 

фувеши 

Отношеше ихъ двухъ одноврененныхь увеляченй 

1 па, 
$4 уф  Гарь Го. 
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обращающеесн таким образонъ въ Пе, будеть равняться, по 

теорем Коши, отношеню ихъ пронзводныхь 

@а1_ 90 в г) 
98” 9)’ ава) Гай 

т.е. дроби 

9) [Г | 
г&) в] ’ 

при навзетномь промежуточномь значени «-- 9% переифинаго. Итакъ 

будемъ имфть 

Го-и _ Фа 08) ГГ вы" 
9а+ы Ра- 9%) [9-9 |” 

нли, въ форн® пропорв, 

Гаем Га-9ь 
а5) ФЕ 0 _ ха 0%). 

а) — Па-ы 
$(а-- 9) Ф(а-— 8) 

й 8 ив стремится 

Г) 
$(2) 

дЪль вли конечень п отличается оть нуля, пан нуль или безконеч- 
ность. 

Но хопустянь, что важдое изъ двухъ отношеяй 

хь предёлу, когда х нриближаетея къ а, и что, при этотъ ире- 

Въ первомъ случа состиошене (15), очевидно, двлается пря й = 0 

ш Г шв 7 
$ а} __ Фа) 
(а) а 18 

хо та 
что и надо было доказать. 

—_ 0 ^^ па 79 —1 нли Ша (а) = РР 

Ут 

Во второмъ случаЪ, такт кавъ 9% не болЪе близко къ нулю, чВмъ 1, 
К 

то вторая часть {15} выфеть вообще свой чисхитель хе ой "Ее 

близкимъ въ своему нулевому предфлу, вакъ и соотв®тствующЕй знаме- 

Иа-в) 

Фа} 
положительная) достигаеть въ предфлё, самое большее, едвняцы. По- 

Г (®) 
$’ (2) 

иатель } 8 отсюда слёдуеть, что эта вторая часть (кромф того 

этому предёть чиелителя первой части Ил не можеть превосхо- 
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7) днть по абсолютной величии» предьла знаменателя Ши 20 зогда 

нулевого; поэтому имвемь 

Г _ 02 = п - 
$' (=) $(а) 

въ томъ смысаВ по крайней мфрё, что овн оба — вули. Но ихь пре- 

дёльное отномоше, очевидно, можеть быть гораздо меньше единацы; 

двйетвотельно, ничто не иътаеть, чтобы вторая часть (15} стремилась 

{а+-9 
хе 81) можеть сдфлалься неонредз. 

Ге-м. 
9-й’ 

7% 
Ф@) 

вторая часть (15) имфеть по той же самой причияв евой чиелитель 

Га + 9%) 
ф(# -— 9%) 

къ нузю съ №, хакъ кавъ дробь 

денно болфе близкой въ предфлу — вудю, чёхъ 

Наконець въ третьемъ случаЪ, когда Пи ——_ есть безковечноеть, 

конфе удаленнымь оть своего безконечнаго предфла, г.-е. 

Га-ь) 
$(@а-+») 

шене, очевилко положительное, этихъ двухь очень большахь значенй 

й а = 79 
функии, предполагаемой безпрерывной, 29’ превосходить слёдова- 

зельно едвнилу. Поэтому первая часть, равная этому отношеню, нока- 

(#2) 2(а) зываоть, что Шт о иыфеть знавъ Иш — 
+=) 

абсолютной величины, пли также безконечна. Можно понять также, 

во абсолютной велячин® большихъ, чёыъ знаменатель Отно- 

и не ныфеть меньшей 

. а 
м Е можеть быть безконечностью боле вызвьипениаго порядка; 

дЪйствательно ничто не говорить, что вторая часть (15)-го не увелячи- 

зто 

вается безпредёльно но мзрё того, кажъ № стремитоя въ нудю. 

: х 
Итак, исчислене и при 2=а, дасть истинную велачияу 

ПВ 2) 3: 
а г, когда нослёдий будеть конеченъ; а когда онъ будеть без- 

вонечень, то это еще надо узнать. 
Замфтимь только, что когда хвф фунвши /(2), $(‹) дБлаютен 

безконечными при опредзленномь значенш « перен ннаго, ихъ быстрота, 

увеличеня, изифряемая ихъ производными /’(2), 9’(2}, дЪлается боле 

Г) всякаго представленя, и что, сивдовательно, выражене 9) 

[(®) 
я разсматриваемое $ нда 22. = Но нослёднее выражене довольно 

БАБ 
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часто содержать общихь безконечныхь иножителей, которые появляются 

и въ Г’(2), ф’(2), но которые можно уничтожить, такъ что превихо 

вполнф примфянмо въ требуемому результату. Кронё того, часто слу- 
чается, что значене &, при которошь двф фунвши дфлаются безконеч- 
ными, не есть опредёленное зиачеше, но внолн® безвонечное значеше. 

Производныя /’2), $*(*) тогда нисколько не дВлаются безконечными, 

(=) т.-е. отвошене —‚„_— не можеть уже болфе представляться подъ ви- 
$2) 

Г(=}. 
дом — 2 разсматриваемаго +6} & между тБмь правило Коши продол- 

жаеть в здфеь прилагаться, какъ мы вадфли. 

87.— Распространен! правила и на. случай, когда при безконечномъ 
значени перемфннаго члены разематриваемой дроби дфлаютея 

либо оба нулями, либо оба безконечностями. 

Допустимъ, что при х==-Н оо или тавже при д = — <> /()иф(х) 

получать выфстВ либо нулевыя ‘значеня, либо безконечныя значеня. 

Тогда, называя черезь у обратное х’а, вы получимь, что эти фупкшв, 

сяфлавийяся (1) »(1) должны будутъ быть разсматриваемы ври яено 
р 

онредфленномъ значеши у == 0, обратномъ значейя х= со. Итавъ, 

иожно будегь, съ новымъ перемфннымь у, приложить правило н зам - 

нить отнощеше двухь функ Г (3) »(1) отношещень ихъ производ- 

т) (5... Уничтожене общаго иножителя —› 
У7У у 

безконечнаго въ предёлё, дасть 

(16) (рии) а бт 
1 9) 

ы О \У 

или, занфняя $ даннымъ значещень х, 

= 7) (пра 2 со иль ош 79 вы. 

20 = 
Празило, которое позволяеть заыфнять отношеню 5 или; ДВУХЪ функ- 

й отношемемь ихь протавадньть слздовательно, приложимо и тогда, 

когда эти двё формы р или с; 2 не являются пре опрехфаженномъ значе- 

ви перемённаго, но только въ предфл®, когда абсолютное значене 

перемённаго неопредфленно возрастаеть, 
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88. — Примфръ: сравнене экепонентныхь функш и погариемовъ, 

дфлающихея безконечными, съ алгебуяическими функШями ихъ 

перенфннаго, которыя также дёлаются безконечными, 

._ №2 
Какь примёръ, найдемь предфхъь отношешя — 

= 
чаеть какой-либо положительный, ифлый или кробный, показатель я 
= — перемвниое, которое неопредёлевно возрастаеть. Двё функц 

Га) ==6® а Ф@) =" длаются безконечными при х == со; надо вычи- 
ы 

влить отношене г, которое, въ виду значений /*(2) 

Поэтому имземъ 

гдЪ в обозыв- 

1 
Флается — т 

ы их 

Такимъ образомъ, хозда ивремтнное дълаетея безконенностью, ею 

лозариемь дъмается также безконечностью, но безконечно-меньшею, чьмз 

всякая степень, интющая положительный показатель, этоо перемтн- 
зато, и, сльдовательно, безконечно-менышею, чъмь всякая аллебранчо- 

ская, нвопредьленно увеличивиющался, функщя том же перемтинаго. 
Дайствятельно всякая пфлая функщя а’а чувствительно приводится въ 

своему члену панбольшаго порядка, когда абсолютнов значеше 2’а дЁ- 
лается очень большимъ; еели ше дёло идеть о дробяой иля даже ир- 

ращюнальной фунищи, то дфдевя или извлечешя корня, производимыя 

надъ подобными одночленажц, датЪ тав!е же одночлены, т.-е.одночлены 
формы 2”, если исключить постоянный иножитель. 

Въ формуяб (18) назовемь черезь у неепредфленно увеличиваю- 

щееса чисхо 16% или положныь в2=у, 2-6); кромф того назовемъ 

8 

>, 1 
черезъ # обратное ига, т.-е. какое-либо положительное число =’ Вы- 

1 
ражеше Е дВлветея 6) . Формула (18), которая выражветь, 

что это Число стремится къ 0, когда у увеличивается, очевидно тре- 

буеть, чтобы его ж’ая стенень стремилась также въ нулю пли чтобы 

(19) | =. 

ИтвЕЪ, когда перемтьяное, у или 2, дплаетея безконечноетью, вея- 

кая степень съ яоложительнымь показателемь этого перемьниао дъ- 

затея ею же, но безкодечно-меньщей, чьмз соотвутетвующее экспо“ 
чентное количество 6" иаи е*. 

Но это можно быхо бы доказать бодве непоередетвенио, если бы 
ДЬло не шо о премёненя праввла Коши, нженно разложешемь с* 
въ сер (13) [стр. 45], чувствятельно состоящую при 2>>0 изъ подо- 
Жительныхь членовь вефхь цёлыхь порадковъ велнкости по 2 вплоть 
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их | 
до безконечности. И соотношеше (18) (“= — 0 выводилось бы 

ес 
тогда изъ (19), которое, кажъ мы видфли, есть его только другая форма. 

Поэтому не сяфдуеть бояться, что предыдущие результаты будуть под- 

чинены, — о условю, выведениому при доказательствВ правила Кощи,— 

К) 
©) 

11: . 
27” въ нашехь прамёр) въ то мгнован!е, когда х дфлается вняче- 

щемъ, дЪлающимь оба члена этого отношешн безконечнымя. 
Изъ этого схёдуеть, это если при очень большнихъ значеняхь 5'а 

предетавлиють положительных функции 15 и в^ выражешемьъ форыы =”, 

полагая такимь образокъ х*-= либо 0, либо е*, т.-е. въ виду того, что 
существуеть равенство натуральнаго логариема х“логариему 122° или ев, 

существоваю предёла разсматриваемаго отношешя {которое есть 

ах = вли 816 х, или 2, 

вы Щи 
то значешя показателя а, т.-е. кд 148 ^^ ВБ порромъ случа а 

ы 
х #_. 
ур ия у 30 ‘второмь, сдфлаются одинъ — пухемъ, а другой — безко- 

нечностью, вогхё = неопредфленно увеличивается, Итавъ ломериемь без- 

хонечно-большою числа можеть быть занънень степенью этеш тере- 
мжннало, инующезо свой показатель позожительнымь и безконечно- 

малым», а экспонениное ковичество (‘при основаши е) этозо вамазо 

переньннено ножеть быть занънено степенью эпило перемьниио, пд- 
ложентельный показатель которой сдьлается безконечностью. 

Это замфчане важко при разсчотрёни выражен неопредфленной 

формы, гдВ, пли экопонаптныя количества, иля логарлемы комбинируются 

6ъ алгебрапческими множителяни; дфЙствительно, ояо будеть унвичто- 
жать неопредфленность, доказывая, что алгебранческе множители 6ез- 

конечно превосходнть логаривиы, дВлающеся адгебранческяия иножете- 

лими съ безвонечно-малыми позазателями, и что, изоборотъ, экспонентныя 
количества, приравяшваемыя къ алгебраачесвниь множителяхь съ без- 
вонечными показателяни, безконечно превышають данные алтебраическе 

множители. Крохв того можно, хотя безь знака, замфяять при этомъ 
отиошен и безконечный и отряцательный логариомъ перемённаго, хоторое 

уничтожается, логарнехонь перемннаго, которое дфаветея безконеч- 
1 - 1 

ностью: дБйствительно, ихВемь — п7=12 г у, при х==0 пла ©, 
х 

Е 
Изь этого видно напр. то, что нри предл 2 ==0 произведене — х вх 
дЪлаетоя х””? в, сибловалельно, уничтожается, если данный ноказа- 

тель т превышаеть нуль, хотя второй множитель 1х ифлается беёко- 

нечноетью. 

1 1\< 
формула в (: ) › РАВ а есть безкопечно-махое в, даеть — еле. 
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89. — Друг!я выражен!я неопредфленной формы. 

о © : 
Къ одной изъ двухь формь 5’ = "Тнобять и третью ватегорю 

зырашен!й неопредфженной формы, которыя выражаются черезь 0 Ж со 

и представляются въ видБ произведенй /(л), $(=2) двухъ функций, изъ 

которыхь одна /(х) уничтожается въ то мгновеше, когда другая Ф(5х) 
дЬлается безконечиостью. Чтобы привести эту категорно къ двумь пре- 
дыдущимь, достаточно замфнить одну изъ двухь фунешЙ ея обратнымъ, 

написаннымъ въ знаменатель подъ другою фувкщей. Таклиъ образомъ 

: К 
напр. можно замфнить произведеше хе, при х==0 частнымь мт, 

х 

переходящимь съ Ту въ дробь — 3, взатую при у=со: нолу- 

чится нулевой результат», по формухВ (18), какъ приходятся видьть. 

Точно тавъ же можно выражене [207 А— 1]. оо, тд% А дояжно обозна- 

чать вакое-нибудь положительное число, выражежще формы со(1 — 1) 
4—1 1— 

пли со Жо, замЪицть дробью = › формы 
й у=0 

Тира 9 для 
б 

У 
которой (дроби) отношене производныхь даеть е в ВА. 

Итакъ инфемь 

е9 [94-5] ща, 

подобно формул Вригсга (№ 16, стр. 46), которая есть въ нфкоторомъ 

род опредфлеше натурахьнаго хогариома, разсматриваенаго, какъ пре- 

дВлъ злтебраическихь выражений. 

Наконець, посяёдв, довольно часто употребляемый, клаесъ выра- 

жен! неопредёленнаго вида представияется въ ноказательныхь коли- 

чествахь, имфющихь неренфиное основане, т.-е. формы /(4)79, когда 
показатель $(2) двлается со нри значен х, дёлающемъь освоване /(} 
равнымъ единицф, или когда повазатель $(7) уничтожается въ то мгно- 
зеше, когда основаше /(2} есть или 0, изя со. Итввх дФло идеть 
о формахь 1°, 0°, оо’. Эта ватегорш приводится къ предыдущей, если 

фазематривать выфсто функщи /(2)?) ея логарнень $(х) 18 /(=). ко- 
торый хфлвется тогда со Ж 0 или ОХ оо, и отвуде легко перейти въ коли- 

честву, которое яифеть его для своего логариома. Напр. истинное зиа- 
чеще д” при предёхь х==0 получится, если разсиатривать его логариомъ 
хх, тогда нулевой, какъ то, что должно быть найделымъ: это истин- 
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пое значене х” будегь, сяфдовательно, е°т.-е. |. Точно такь же истин- 

ное значене ( + а) ] будеть имёть дли логариома 

[в.а 
я 

т.-е, просто 4 въ виду того, что эта фувкщя имфеть форму г в 970. 

Е — А. Итакь будешь выть ) отношеве провзводныхь есть | 

{210 [(@-2) 

похобно формул (4) [стр. 38], которая опредвляеть эксповентную 
функцию, кавъ предёль аягебрааческихь фунцейй. 

91. — Предметь и важность формулы Тайлора. 

Свойство постепеннаго варшрованя, которымъ обладають вообще 

даже самыя сложныя функции, ветрёчающяся при разематряваю!я есте- 

ствепныхь феноменов, подчевяется однообразныхь, приближенныхь 

законамъ вела разъ, какъ функши разематриваются только въ доета- 

точно тёеныхь предфлахь. Гели напр. дфло идеть о томъ только, 

чтобы въ перемёниому функши Ах), начиная съ извфстнаго опрехфлен- 

ваго, но какого-угодно, значеня х, придавать только положнтельныя 
нли отрацательныя малыя увеличещя #, то соотвфтствующия значея 

[2 -- 1) фунвьин будуть равнатьен, по форчул$ етр. 31 (въ конц № 10}, 
Го--Ро)№ + = п бужуть содержать такимь образоль приближенное 

выражене первой стешени по отношеню въ д, /(2) + Г’(е}й, съ ошиб- 

50й, &4, порндка малости, по отношеню къ й, высшаго, чёмъ первый. 

Но естественно — искать обобщен! этого результата п узнать, нельзя ля, 

ззявъ для приблаженнаго выраженя /(7--#) поливомъ ф(#) ®`ой сте- 

нени по отвошеню въ й, 

А 
1.2.3 

с 

0 А. И, НЕНАШЕПА. 
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этимъ полиномомт 9(7) къ выражению формы &#", гдВ г стренится къ 

нулю въ то же время, какь в №; велёдетые этого, нолучаемея ошибка, 
пр 2, равномъ очень близному въ нулю числу, дЬлаетея несравненно 

ря =, 2 
меньшею, чЁмь послфдый членъ ав. и зсаЫЙ разъ, вакъ А, отли- 

чается оть нуля. КромЪ того, можно заметить, что придавая тогда у 

все болфе и боле увеличивающуяея значена, ‘мы полузимъ, что поли- 

номъ ф(й) можеть подчиняться виола какимъ-либо усломямь, велфд- 

стве уменьшеля остатка или дополнительноло члена =”, именно сдф- 

латьсн, въ предёлв, сходащейся серей, дфлающей правтически воз. 

можнымь раземотрёше и даже числовое исчиелеше функщй /(#-- 1), 
быть можеть, трудныхь длд иного нечвелешя. Кром того эта форма 

нолинома, болёе простая, чфмь та, которую даегь алгебра, форма, та- 

вимь образошь прачВняемая ко вевиъ функщямъ, обладающиемь доста- 
точно постепепныхь варированенъ, — будеть выражать, кзюъ это бу- 

детъ указано, при вез кл этихъ фунецяхь существоване общихь свойствъ, 

по крайней мёр®, въ соеБдетвй съ какимъ-либо одвимъ изъ их значе- 

и, взятымъ за точву отпразхеня, и будетъ лено выражать это свойство. 
Такова важнёйшая дзль формулы Тэёлора. 

92. — 0 соприкосновени двухъ фунншй: усло я, при которыхь 

такое соприкосновене будеть даннаго подряка #. 

Такъ вавъ разность, которую мы будемъ разежалривать, двухь 
фунвкй Г-Н), Ф(®) должна будеть, при очень малыхь абсолютныхь 

значешяхь а, быть высшато, чёмъ яый, порядка малости по отно- 

шешю къ й, то надо указаль сначала на то, что мы будемъ чазывать 

болфе или менфе возвышеннымь соприноеновенемь двухъ фуващй. Мы 

будемь говорить, что двё функц Й’а представляють, при значеня й = 0, 
нар. соприкосновене пфлаго порядиа я (по крайней мфрЪ равааго 1), 

когда ихъ разность, которую я вазову черезъ уф(й), длается въ со- 

еЪдотвВ съ этиыъ значешемь 1 -=0 напр. высшаго, чём ъ ый, порядка 

малости по отношен!ю въ }, но не высшего, чфиъ (и--1)-ый. Откошеве 

+(й} Еф д”, слёдовательно, должно стремится къ 0 выветВ съ ф, но 
де отношеще (р) къ д", 

Отсюда слёдуеть, что послбдовательныя проязводныя даяныхъ двухъ 
фунвшй, вплоть ло ®’ыхь включительно, равны, при д == 0, другь другу, 

пли, чтб то же самое, что производных ихь разпости (4), т.е. 2”#), 
#2 "(#),..-. В) уничтожаются, такъ какъ $ (#) уничтожается при томь же 
предфл д =0. Чтобы это доввзать, придадимъ сначала въ первмён- 

ному й уведичиваюнуяся, начаная съ 0, зналеня, и выразимъ этимъ, 
что разность $) дЪлается тогда положительной, что будеть на сакомъ 
дВаВ, если ть изъ двухъ давныхь фувкщй, которую вычитають изъ хру- 



—147- 

гой, есть папменьшая изъ доухь при предположенныхь условяхь. По- 

хожнтельтый остатокъ ф(й) двухь функц будеть пиёть по условю 
съ й" отношене, стронящеесн къ нулю въ то же время, как ий и, 

слёховательно, меньшее веакаго, какого угодно, ноложительнаго числе, 
лишь бы только # оставалоеь само достаточно малымъ. Если ны назо- 

г 
ве: ИИ 

ить черезъ 1.2.3...5 
это часло, то получныъ 

5" 
3 ей 50: . (4) $®> ру <0 

Тавниь образомъ первыя части этихъ неравенстяь, сиачала нуля, 
пдуть одна увеличиваясь, другой ушеньшаясь, п если допуетать, что 
он безпрерывны зли что ф(%) безпрерывно, то ихъ производныя не мо- 
тугь нерестать быть одва положительной, другая отрицательной. 

Итакъ пыфенъ 

"1 
—@:21) 5» 25) 2”) >90, +®— 1.2.3 

неравевства, подобныя предыхущниь я повазывающия, что производ- 
ная ”(®) уничтожается, какъ и »(®), пра предл № == 0. Точно такъ же, 
если фунвшя 2%), у”®) + -2(й) безпрерывны, то выведемь: 

(28) 
4-9 ®>0, оф, 

|2 @)>0, фе (й) —=<0. 

Тавъ какъ число # должно стремиться къ нулю въ то же время, какъ 

и яаибольшее разоматриваелое значене #'а, то можно видфть, что эти 

неравенства требуютъ, въ сумиф, уничтоженя (0), %'(0),..., $0), 
т.-е. требують раленства, при # — 0, двухъ данныхь функцщй, разноеть 

воторыхь выражается черезъь (в), и ихъ я первыхь вроизводныхь, 

оравиивземыхь другь съ другомъ. 

Мы придемъ въ тому же завлючению, если будемь придавать у, 

зее начиная еъ нула, отрапательныя значения; это яе измф нить ничего 
въ первомъ неравенствЬ (24), если надлежащимь образомь выбрать 
еще ту изъ двухъ фунвый /(е-нй), 9(#), превышене которой надъ 

другой выражается черезь %(1), во это, въ случав нечетнаго п, за- 

ставляеть во второмъ неравенствВ (24) брать & отрицалельнымь для 

того, чтобы произведене &4” продолжало быть положательныиь. Только 
10% 
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тогда, такь какъ 1 уменьшается, увеличивающяся фувкщи будуть имфть 
отрацательныя производныя, & функц уменьшаюнияея — иоложитель- 

выя; а это заставднеть изузнять, отъ одной строки перавенетвь въ дру- 

гой, смыель неравенствъ. Каждая изъ производныхь 4^(й), +”(®),..., 
р (#) не будеть уже заключаться между 0 и предфломъ, стренятимея 
къ нулю выств съ й. 

Тавимъ образомъ ‚ соприхосновене порядка п двуть функи?й требуеть 
же тполько из дъйствительнало равенства, но знанже и взаимнало ра- 
венства ихь посльдовательныхь производныхь 90 п-ыть включительно. 

Обратно, если дв данныя функшн и ить в первыхь производныхь 

равны дру Оруу, при опредъленномь звачени иль перемъннаю, и 

если, слЪдовательно, считан малыя увеличения й, назиная съ этого вна- 
ченя, разность двухъ функц, которую я назову опять черезь +(й), 

во которая берется со знакомъ, & пе только по абоолютной величинь, 
удовлетворять в--1 условй $(0)==0, +’(0)=0, %” (0) =0,..., 
465 (0) = 0, зо эти диъ фуниыём будуть представлять, при разена- 
привасмомь значенаы ить перемюцноло, соприкосновенае порядка, по край 
ней мюрь, равнаю в. 

Дайствятельно, замчан сначала, что # увелачиваехея отъ нуля до 
положительнаго, не только очевь малато, но какого угодно, значеня 
(для чого, чтобы построить въ то же времн, между двумя, своль угодно. 
тъеными предёлани, формулу, необходимую далфе, разности $ (#) двухъ 

фунвцИй), — вязовемь черезъ # — нанменьшее и черезъ ЛИ — наибольшее 

изъ значе, которыя получаеть въ этом» ннтерваль провзводная $ (#); 
такимь образомь т и М замбнають два предфла, нуль и #, #0) (в)-8, 
разсмотренные въ предыдущем доказательства. ВыВето послфдией 

строки неравенствь (26), будемь выЪфть 

(27) $0) —т>6, $08) — М<0. 

Но первыя части поелдннхь суть производныя двухъ  фуняцй 

Фе-н (в) —* ум ^. Изъ этихь двухь функц, первона- 

чально или при #==0 нулевыхь по условю, первая слёдовательно 

увеличивается въ й, тогда кавъ вторая уменьшается, однако если только 

т& и другая безнрерывны; виЗего предпосл дней строки (26) получается 

(28) 0 в) т 10, ва) — м1 со. 

Точно тавъ же замВтимь, что вервыя части этнхь иеравенстве. суть 

ину") 6-м 
з 

производныя оть у’ (1) — й › 06.; а рядь 
1.2 1.2 

авалогичныхь разсужден дастъ въ конц конновъ 

№” №” 

9) паи, Муди < 
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„ 
Итакъ отношене 4%} къ И завлючено между нанменв- 

имъ, т, и наибольшинъ, М, изъ значен!й, получаемыхь я-ой произ- 

водной р (1) въ то время, какъ #, сначала нуль, постепенно дости- 
гаетъ своего настоящего положеня. Такое же разсуждеще, исключая 

перемёны снысла перавенствь при переход оть одной строви формуль 

въ другой, очевидно, приложимо будеть въ случаю отрицательныхь или 
уменьшающихея значенй #’а. 

Но допустямт безпрерывность не только %(%) нея » —] первыхь про- 
изводвыхь, что ны уже дёлали, но также и я-ной производной $67 (#). 
Тогда при очечь маломъ #, частных значеня 2 и ЛИ не могутъ перестать 
быть кавъ угодно близкими въ 14° (0), воторая равна нулю по усховю; 

в отношеше +4(%) къ › завлюченное между т и М, будеть 
ра 

1.2.8... 8 
стремиться къ нулю выфстВ съ 1. А это доказываеть, что (в) будеть 
порядка малоета по отношению къ 1, высшаго, чвмъ #”ый, или, что дз® 
данныя фунЕещи будуть нифть соприкосновен!е порядка, по крайней 

ыЖрь, равнаго и. Слёдуетъ (чтобы прИйти къ выражению (7), выведен- 

ному только что) замфтить, что безирерывная функщя (р), между 

двумя моментами, гдё она равна т и М, проходать черезъ всё про- 

нежуточныя значеня, и что, въ частностя, въ извёствый моменть, когда 

ея перемзнное можеть быть представлено черезь @№, есла @ есть (не- 

извфстная) дробь единицы яли @% есть дробь #'а, она равняется отно- 

шеныю, которое мы видФли, +(#)-а БЪ з и 

Повтому получается 

п” 
(30) 20 | оза _ 19 39719. 

Наконецъ, соприкосновенае двухз данныть фунищй доставнеть вполнть 

порядка в, не переходя вю, если иль (п -1)-мя производныя при 1 =0 

различны. Дойствительно тогда (п-Н1)-ая производная, $1 (#), ихъ 

разности не будеть уничтожаться при предфяф #==0 и ие переетанеть, 

межлу этамь предёломь и другимъ, довольно соефдннмь оть нерваго, 

сохранать свой знавъ вмфетВ съ замфтными значеняия. Называя со- 

отвВтотвенно черезь & в @ наименьшее и нанбольшее изъ этахъ зна- 

чевй, мы будежь имфть, слфдовательно, неравенства, 

у--о в) —в>0, 9) —8<0. 

Но, благодаря вредположенной безпрерывности +%(й). и ая » первыхь 

вроизводныхь, мы онять придемъ оть этяхь двужь неравенствь, по- 
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средетвомь процесса, употреблениаго нами уже для перехода отъ (27) 

къ (29), къ двушь соотношенямь 

доказывающимь вноль, что отношенюе ф(} къ "+" заключается между 

Ё в 
одного и того же 1.2.3 ох двумя чисвами, ет ТБ. О 

знака и замтной величины, или, что $(#) — не высшаго, чфыЪ (в 1)-ный, 

порядка малости по отношению въ й. 
Точно тавъ же можно видфть, что, вели производная ф*+1) (1} — без- 

прерывна вли получаеть одниъ н тотъ же знавъ и съ той и съ другой 
<торопы значешя #=0, т.-е. при положительномь р, какъ и при озрп- 
Цательнохь й, — то отношеше з(%) къ й"* будеть иыЪть такой же 

ЗнакЪ, 970 аи р, въ сосБдетьй съ =0, и что, елёдовательно, (7) 

бухеть изыЗнать эвакъ въ одно и то же время, какъ 1, иди не будет. 

его изывнять, енотря по тому, будеть ли покадатель ®--Т нечетный 

или четный, 
Итакъ, ойа соприкосновеше есть четнало в порядка, то та изь 

двух» данныль функшй, которая больше друиюй немною ранье тою 
момента, кода очнь достипаютть своезо общело значемя, — дълается 

меньшей тотчась тослль этою момента: она остается, наобороть, бдль- 
чией посль, какь и ранише, кода порлдокь соприкосновенёя —— нечетный. 

Можеть случиться, что лвЪ функщя, внолиф разлячныя другъ отЪ 

друга, будуть вифть соприкосновеше безконечнаго порядка при извБет- 

ныхь значенахь перемннаго и что, сл8довательно, вс ихъ производ- 

вых на короткое время будуть равны другъ кругу. Это происходять 
вЪ то мгновен]е когда 2 = 0, каз это открылъ Коща, ве фупкщи у = 0, 

сравниваемой съ экепонеятной у-=е %, которая есть нушь въ данный 

моменть х==0 и увеличивается выфстВ съ абсолютной величиной х’а, 

стремясь при х=-Е со &Ъ высшему предфлу 1-4А. Посяфдовательных 
производных этой экспонентной функщи будуть 

= = --2е я, „(4-8 =,..., 

составляясь, очевидио, взъ членовъ, которые вс? будуть содержать 

это экепонентвое кохичество, умножаемое на степень 1, низющую 
= 

1 . 
далый и положительный показатель. Дфлая 2—1. вы подучань, что 

в0Ъ члены будуть, съ нздлежащимь коэффищентомъ, форвы в”е “ = 
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1 
тд показатель ® есть число моложительное, кратное 5; во мы ви- 

дли (стр. 142), что тажое эвспонентиое количество стремится = нулю, 
когда и увеличивается или когда х праближается къ вухю. Тавямъ 
образомъ, при предёлБ х-—0, веф посябдовательныя производных дая- 
шаго окепонентнаго количества уцичтожаютея, как и свшо экспонент- 
ное количество; м послфдиче пзфетъ тогда сонрикосновеще безвонеч- 
наго порядка съ фупкщей у==0. 

1 
Точно то же будеть съ экснонентнымь количествомь у-=е Я, есши 

разсматривать, въ сосВдотвё х—0, только положительныя нля узели- 

чиваюпнся зааченн 28, такЪ какъ при отрицательныхь значеняхь 

эксиовентное количество и вс его проазводных едфлаются ири предза 

&==0 не нулнми, в безконечностью. 

Природа нногда резлизпруеть, насколько мы объ этомъ можемь 
судать, таня сопрнкосвоветн безконечнаго порядка между фувеШями, 
которыя прадставляють хза феномена. происходящие послфдовательно 

вЪ одномъ я томъ ше мфст6, или дзЪ послФдовательныя фазы одпого 

и того же феномена, управляемыя двумя различлымя закопами; дЪй- 

етвительно, это есть случаш, когда природа можеть употребить, въ #ф- 

воторомъ одв, все свое невусстяо сберегать переходы и соединеня 

(напр. при началЪ движешя жодкой массы, нронеходяшахго оть тревй, 

воторыя производить соприкосиовеше плоской стВики, приходящей 

въ движене, начиная еъ взвВстваго ожента скоростей, кавательныхь 
къ ея собственной плоекости). 

93. — Формула и серия {етрока) Тайлора; обще елучаи еходимости, 

Мы знаемь теперь, что чтобы привести къ выражению форны 2й" 

разность между данной фунещей /(;--й) я поланомомь я-ой стелеяв 

$(®), опредъленныхь формулой (23) [№ 91], достаточно ирвразнять 

другъ въ другу, при предфл$ »-=0, эта дв функщи ин ихь я первыхь 

ироизводныхь по р. Но посл довательныя произзодныя по й отъ {(#-Н#) 

очевидно будуть /(х-Н№), [’(=-Н) ...; проязводвыя же оть Ф(\) по- 
дучаютея при помощи непосредственныхъ хифференцировая!й. При # —0 

данявя фузкиа и ея я первыхь производныхь длаются /(2), /(2),..„Го(а, 
тогда вавъ аналогичных значетя ф(л)-а, $’®),..., ФР?) обратятся 

соотвтственно въ 4,, 4, Д,,..., А. 

Итакъ возьмемъ 

(31) Ав = (2), 4, 

Кром тото разность %(#)=/(«-- 1) —$(й) для в-ой производ» 
ной будеть нывзь 

ее - А, пля Ро Е (а), 

РИО, Ар) Га), 4 
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такъ какъ и-ая производная полинома (д) есть постоянное количество; 
‘и формула (30) даеть 

+) ван (#5) —9@) ра — И» (и 0%) —Г® 8. 

Обозначниь черезь И, тоть остатокь или дополнительный члень, 
который долженъ быть ирибавленъ нъ полученному разложенному воля- 

честву $(й) п-ой стецеви, чтобы снова соетавить фунеШю {(2-Н1), 

п тогда получияъ дв формулы 

(9 Гони + 
Г 

"^ 1.2.3... 

Ш и ® та Г” -+.. + ое-+И,, 

(88) Ва, 6 - го, 
Первая называется формулой Тэйлора; ея вторая часть дАлзетея 

серей Лэйлора, когда заставдяють и неопредфленно увеличиваться, & 

Е, стреииться къ лулю. Вторая завлючаеть очень простое взыражеше 
ошибки Д„, которая получается для /(2-Н 1), если окончить серн на 

навфетпомь членё. Въ случа н-==1, который елужиль намъ точкой 

отиравхен!н 510 выражеше обращается въ № [/(&-- 9%) —[(«)], кавъ 
это уже и показало вамъ основное соотношене (стр. 31). 

Елдинственныя условща, могуш/я быть допушелвымя при составления 

форхулы (33) И, и относанняея къ функши (71) =Г(2 п) —+), 

заключаются въ безпрерывиости этой функц и ея п первыхъ произнод- 
ныхъ на восемь литерванВ, завлюченяомь между нулевымъ значентемнь #’а и 

его настоящим зкачешемъ. Но эти услов1я будутъ удовлетворяться, если, 

©ъ одной оторони полиномъ ф(») — безпрерывень, что требуетъ, чтобы 

А, А, А,,...,й„, пли [(з), Г), 1" (®),.. [9 () не были его безконеч“ 

лыми  аачевльа, и съ другой стороны, если фунищи Ген в), Р-Н), 
Р-Н), .РИЕ-НЙ) ве перестаютъ сами быть безнрерывнымя жежду 
врайнимя значении х и 2-НА нхЪ перехннаго- 

Тогда, разсматривая снещально очень малыя абсолютный значе- 

ня 77а, мы увадимъ, что полученное разложеще будеть выражать раз“ 

(=) Эь Го бивку /{(2 -4-р)-а на элементы, /(#), —— Л, т. 8 ., все боле п 

боле увеличивающагося норядка малости. 

СОлдовательно, серфя будеть сходиться очень быстро; отношение 
кАждато члена кЪ предыдущему (включая тЬхъ, которые будуть т0- 
ждественно нулями) будегъ содержать иножятель й в будетъ безконечно- 

малыьхь. Но, кром$ того, она будеть вполн® сходиться къ /(#--Й), тавъ ^ 

кавъ можно видфть, носредетвомь второй части (33)-го, что отношеше 
ро 

остаткв А„къ посл®днему употребляемому члену, Е 1), будеть 

Гос 0) 
1% (2) 

равнаться частвому, уцачтожающемуся вибет съ, , 



— 188 — 

длиное котораго есть увеличене безпрерывной фунвщиг /*)(&) при очень 

маломъ измфнсня ©й перемфннаго, а длатель /*)(2), ве завиеяний 
оть №, отличаетсн оть нуля, ебли допустить, что посяфдн разема- 

тринаеный членъ, ив которомь мы кончили серю, сажъ отличается 
оть нуля. 

Безпрерывноеть функщи { и вя производныхь, разъ допущеннаа, 

заотавляеть для того, чтобы /(х-Н В) при очень малыхь увеличеняхь № 

была разложена посрежетвомъ семи Тойлора, заставлаеть, чтобы послВ- 

довательныя производных /*(), Г”(»), Г”\2),... вилоть до безконеч- 
ности, были нулани при частномь выбранаомь значення 2. Тогдь фор- 

мула (32), такъ еказаль, не найдеть ничего, что она могла бы извлечь 
изъ количества /(2--#) или, по крайней нёрЪ, изъ ея перемзыной 

чаети [(х + №) — Г(=), такъ какъ посибдияя, приведенная вЪ виду 
0 

„= тии (2 -+ 9%), тдЬ ГОА (х -- 9%) будетъ стрематься въ нулю 

съ 2, вакъ бы велико ни было взято и, — будеть безконечнаго порядка 

малости но д. Въ друРихъ словажъ, количество /(»--й) варировало бы, 
въ сосбдетвВ съ В ==0 и въ вндв функщи й'а, медленнфе, чё ыъ всякая 

стенень ’а, и, сяфдовательно, ея ходъ въ этотъ моменть не завлючаль бы 

приближеннаго злтебранческато выраженя. Коши даль, кзкъ нримёръ 

чакой фупкци, экспонентную у==е *, 0 котороя мы только что гово- 
рили ч которая, пря х==0, представдяеть сонрикосковен!е бевконечнаго 
порядка съ функщей, постоянно нулевой, у-=0. Это экеповентное колн- 

чество, если считать увеличешя д, начиная съ нулевого значешя х’а,— 

сл»донахедьно, способно, благодаря своей врайшей малости въ сосфлств® 
съ этимь значенемь, къ разхоженно по формул Тэйлора и даже ко 

зсявому другому разложению, по какимъ угодно отепенямъ #’а, даже 

если бы онз имфли дробвыя показателя. 

Исключая очень рЁдЕЙ сдучей, мы будемъ ныфть, что формулы 

(32) и (33) точно будуть выполнать тр цфль, которую мы предполагакн 

въ случаВ малыхь изиъиенй №. Но доказательство ихъ, не требуя ни- 

какого предварительнаго услобя относительно велачины #, будеть слу- 

жить и дая равложеня /(»--) въ серю звсжый разъ, какъ только 

будеть возможно доказать уничтожеще Я, при предфяф п — 5. 

А. это, по (38), обязательно булемъ лифть, вогда производных, пред- 

полагаеныя хром того безпрерывными, отъ/(;--#) не будуть пеопред%- 

денно увеличиваться ко мёрф увеличеншя ихъ порядка; и тогда, кавъ бы 

зелнко ни было й, разложен!е въ серю будеть им}ть конецъ. Дъёствительно, 

если мвожатель / < (х-- 0%) —Г® {5), въ (33), не будеть переходить вз- 

вфстнаго значеня, то для того, чтобы Ё„ стремилось въ вулю, будетъ до- 

само стремилось 5ъ нудю. Но это произведене — статочно, чтобы произвед ан 

то и веть; дйствительно, если р обозначаеть дёлое число, высшее а, 
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10 это произведеше можеть всегда, при довольно большомь я, быть 

нанисано въ видф =) (= А -1) еъ одной стороны, 
1.2.3.6] тра п] ы 

ь . 
конечный множитель а не варзвруеть вывст® съ я, тогда какъ, 

р 1.2. 

в 
ФРУ р8 

яр . 
) › стремится къ нулю, какъ в посядовательных сте- 

ь а 
съ другой стороны, множитель „р? Очевидно мельшин, 

А 
В-Нт 

лени этой дроби _#_. 
р-+1 

яЪнъ ( 

Между функшями, которыя входать въ этоть сдучай сходимости 

или проязводныя которыхь не увеличиваются неопредёленно по мёрё 

Величенён яхъ порадка, важно зам тать три освовныя функц в”, 6032 
Е $12, воторыя снова авхяютсл безь конце поередетвомъ одного или 
нфекольвихь дифференцированй. Мы скоро увидимъ (№ 95), каюя ‘раз 

ложеня но стененямь нанр. 2\в даютъ эти функц, и текниъ образомъ 

точно найдемь выражена, въ вндф серш, 052% п зшх. 

94. — Виды остатка, выведенные Лагранжемъ, Кожи и Рошемъ. 

Друге боле рьдые, но болфе любопытные случая сходимости сер 
Тэйлора требують ппогда употребленя формы остатка И, выведенной 

Коши, остатка, который вфоколько трудифе, чфмь (38); поэтому нред- 
зарительно намъ слфдуеть занаться выраженями, намченфе сложными 

изъ тёхъ, которыя можеть получить осталокъ П,. Мы допустимь, для 

этой пли, безпрерывность не только фунвщи Г, Г”, /”,..., Г®, но 

также и слбдующей производной [6-0, между двумя звачетами, х в 

ж--}, перемённато. 

Это уелове, прежде всего, позволять произвести, въ (52), разложе- 
м 

4е до члена — ^^ гб, г, не хо члена 123 Чет (2); в это введетъ новый остатокъ Лии, 

выражающийся по {33} зерезъ 
ры 

тазлыо И" Ме в — Г, 
съ значенемь 9, отличающимся, конечно, оть того, которое содержать 

зырежене (33) остатка В,. 
Но предыдуний осталокъ А„, очевидно, предетаваяеть сумму но- 

зато члена и #,-:; велфдстые чего имЗемъ 

34 Ми. © =. 1.2.3. {и--1) 
Токова форма остатка, которая, вавъ видно, есть простое видовзы*- 

ненше иди примфненйв (33)-ей = которая, выведенявя Латранженъ, быха 
иза®стяв первою. 

Ра -- 65). 
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Когда ве й очень мило, то вообще, жожно, безъ зам фтной ошибки, 

замёвить здфсь И (х-- 94) зерезъ /+0(=), тогда тавъ, въ (38), 
халан разность, {69 (х- 91) — (4), отъ [69 {=) въто же время приве- 
детея въ произведению произвохной /" (+) на уведиченю б} нере- 
мЪитаго. Тогда сраввеше двухь значешй (33) и (34) покавывветь, что, 

въ (38), имфють ет Таквиъ образохь чаеть едвницы, из- 

званпая черезь © въ (33), ве принимаез® ивдефферентно, слёдуя при- 

родв функщи, вазя.либо значешя между 0 и 1, по крайней ы®ръ, 

1 
когда й очень маго; дёйствительно, она стрематся, вообще, въ т 

когда № прибляжветея къ нулю. Въ самоиь простомь сдучаВ, т.-е. 

вогда #—=1, и вогда сововунность дзухъ формулъ (53) и (34) равно- 

звачвть основному соотнотению /(х--#) — [(=) == ВГа-+ 9), поду- 

1 : 
чается 9 —5 пли, если раздфлать соотножене яа Й, 

(35) (при очень наломь д) и. =л( г) 
\ 

Но перейдемъ къ форми К„, выведеяной Коши. Чтобы получить ее, 38. 
ыЪтимъ, что вторая часть (32)-0й, безъ послёднаго члена И, выра- 

вала бы /(=-- В), если бы производная /"-0 была тождественно пу- 

лемъ; это привело бы въ нулю вторую часть (38}-ей. Тогда сумма 

й 
таз: 9 ОАО зи, 

равная /(#--1), зависфла бы только оть оковзательваго значенн ей, 

50торое я могу назвать черезъ Х, а ке оть его начальнаго значеня т, 

тосредетвомъ котораго, крозВ того, выражается разность й = Х— 2. 

Ноэтому, если назвать черезъ Р(х) эту сумму (36), ТВ = будеть раз- 

сматриваться кажк перемфиное, т.-е. если положить 

| в 
т) 
[ 

то можно быть увфреннымь, что производная Р’(2) упичтожнтея, разъ 

будемь пмфть тождественно {+5 {2) ==0; & тавъ кавъ ть же форма 

{37) Рев’ь повазываеть, что 2/2) содержить [6+0 (2) только въ по- 
сльднемъ член, то для того, чтобы уничтожеще послёднаго члена 

влекло за собой уничтожене в Е”), кеззбёжно должно быть, чтобы 
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всё предыдущее члевы, какова бы ии была фунвя /(х), уничтожали 

другь друга. ДАйствихельно, если про еретировалть но х вторую 

х- 
1.2.3.. 

иззодной, вели заставить снерва  арбироваль множитель (Х— 

затёыь множитель /‘”°(2), 

часть (37), то каждый чденъ формы 7 пе) дасть для про- 

ео еее, 1 

т 

выражене, перзая часть которато уничтожаеть вторую, пронешедшую 

оть дифференцироваыя предыдущаго члена а 1-92, 

ЦХ— ай = т 
Такъ какъ, кромф того, при первомъ член /.2) зхи К) 

производнал обращается. во вторую часть, то остается только вторая 

часть производной послФдняго члена, — поэтому, какова бы ня бызь 
функц /(=), въ окончательномь вид» имёемъ 

(38) Ее 

Но въ игиовене, котда х=Х, Е() обращается тождественно, по (37), 
въ Х), т.-е, въ /(х-Н#). СлВдовалельно, остатокь В, разность 

между /(®-- ®) в выраженечь (36), есть не что пное, кавъ увеличене, 

Е(Х)— 2 (2), фуввщи Е(2), соотносительное съ увелочешемь Х—х 
перемфнизго, и равняется, по основной формулв дифферевщальнаго 

иечнслевя, пронзведенио этого вослфдняго увеличейя Х—х яля й 

на производную Е’, взятую при извфетномъ значени веремённаго, про- 

межуточномь между хи Х-х--й, звачеши, которое нежно назвать 

черезъ х- 9%. А это вполв предполагаетъ безирерывность 25} в (>), 

т,-6. функщя { ин ея ®--1 первыхь производныхь, между предфлами 

хи 7 А. Позтону, при этахъ условшхь, получается 

В, = ВЕ\а + 91), 

т.-е. въ виду соотнотеня (38), гдё надо будеть замфнить Х через 
яв и г— черезь х- 01, 

{39) в,- + 9 ичаци + 9"). 
” 1.2.3. 

Тавова форма остатка, полученная Коши. Преимущество ея надъ (33) 

или надъ предыдущей (34)} для доказвтельства, въ сдуча в, г это трудно 
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узпать, что И, стремтея къ нулю, вогда я неопредёленно увеличи- 
заетея, заключается въ томъ, что въ числителв, на ы%стВ я множи- 

телей № формулы (83) появляется то же самое неопрелфленно возра- 

стающее число мвожитёлей, болфе блнввихь къ пулю, & — 6%. 
Нажонець Рошь (Вобве), бывийй профессорь @е 1& Расоб @ез 

Заепсея въ Монпелье, покозаль въ 1858 году, что двф формы остатка, 

найделные Лагранжемь и Коши, завлючаются въ другой форм, гораздо 

боле общей и почти такъ же простой. 

Продолжая разсмзтривать конечное значене Х вла х--#, вакъ не- 
подвижное, и заключая Ё,, пря разсматринаемомь, одинаково невод- 
важном, значени з’а, въ форму ИР, т.-е. въ ЛЕХ — 2)”, мы получииъ, 

что р означаеть поетоянвый показатель, высций вуля, но произвольный. 

Слёдовательно, выражеше (36), увеличениое ва Л/??, нлн, что приво- 

дить къ тому же шо (37), сумма 1(2)-- АХ — =)" есть фувкщя а’а, 

воторан, обращаясь, очевидно, въ Р(=) = Г(Х) прё х == Х, д%- 
давтея равной /(Х), когда 2, удадяяеь оть Х, касается другого не- 
подвижниго предфла, который здеь ранфе предиоложенъ: дфйстви- 

тельно 4{ ваолн® обозначаеть количество, необходимое для того, чтобы 

это было. Итавъ, по теоренв второй главы (стр. 31), производазя 

Е) — №(Х — в)? уничтожается въ нитервалЪ, лишь бы только, 

по крайней мзрв, овё была бозпрерывна, какъ функщя; а это будеть 
имЪть нфето, если [ п гея я-Н1 лервыхъ проязводныхь — безпрерызвы. 

Называя овать черезъ 2 -+- 9й промежуточное значене, о которомъ идеть 
рёчь, мы будемъ имфть 

Ее 0) — Зв — 00; 

откуда 

Ре 9 

И ро 

Подстввимь на мфото И^2-- бЙ) его значеше, вывохимое, какъ н 

раньше, изъ (35), затВыь умножныь на й?, чтобы получить ЛИ? иля А„, 

я мы получимъ форхулу Роша: 

дер — 9)" ф-Н = 
ПАЗ мр — Иен 9%) *). (40) 

Форхула Коши (39) выводится отсюда, если придаль р наяченьыиее 

возможное ифлое звачене 1, & формула Лагранжа (34), ела придать р 

зпачеве в--1, которое заставзяеть множателей # — 0 уннчтожиться. 

*) Эта форма осгачкя принадложись и Шаймильху- 
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35. — Формула и сея Макъ-Лорэна: разложение ©”, 05% и зп. 

Форнула (32) Тэйлора даеть формулу Макъ-Лорэна, если слетать 
увеличевя 1, начияная съ иулевого значевя перемвннаго, бери тавимь 

обравомь х==0. Если замбнить затбуъ # буквой х, сдёлавшейся сво- 

бодной, то мы получимъ 

2 =" 
1.2.3 

41) = пот + УЕ, 

Выражевая, (33), (34), (39), (40), А, преобразуются подобвымь обра- 

зомъ. Напр., первое (33) п выражен Копш (38) дВлаютея, одяа 

{42) [2 (6=) — [60], 

з другая 

{43} — 02)" 2[0+5 (02). 
г 

Наконець, вторая часть формулы (41) получаеть назване серий 
Мако-Лорзна, Богха заставякють и неопрекбяенно увелитаваться п 

когда А, стремится въ нулю, а это, очевидно, бывзеть въ тавлхь же 
общихь елучаяхь, раземотрёяныхь нами только что (стр. 151 и 152), 
каки бызають при второй засти (32). 

Итазъ, въ частности, можно будеть разлошвть по формулё (41) 

три фувицщы 2”, ео52, зто, послёловвтельныя производныя которыхъ, 

т.-е. е* дли первой функции, — па, — 6035, З1:*, 603%,... для вто- 
рой и 603”, — зтл, — 60$, зшт,...-дхя третьей, не увеличиваются 

по ыёрё увеличеня яхъ порядка. Эти производныя обращаются со- 

отиВтехвенно, при 2=0, йЪ 1; 0, —1, 0, 1,,..; 1, ©, —1,0,..., во- 
этому получаются - 

{44) 

Первая серн тожщественна (13) стр. 45. Вторая же и третья выведены 
во П частн яъ начаяв курса посредствомь спешальныхь преновъ, 
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Мы вывели формулу Мавъ-Яорэва изъ формулы Тэйлора; но, обратно, 
можно вывести нослёлнюю формулу изь первой. Разложимъ, дЁйстви- 
тельно, по этой послёдней (41), слёдух степенями 2”з, функцию формы 
$(&-- =), которая, вполнф знвяся отъ 2, ножеть быть названа черезь /(). 
Изь / (2) = 9(а--я), посредствомь послёдоветельвыхь дифференциро- 
зан, получемъ, 

| го-Ф@-+а), по-оба-на), а 
отсюда 

О -9, Го), Ге)... 

19 (03) = 9-6. 

Поэтому вмВсто (41) и (42) мы Фуко» иы%ть 

ха =з@-+т Ра Р-н. +в з® Е», 
п 

В, Га -- 92) — 9" (а)], 

чтб, ноключая изыфненшя {Г въ ф, г въ ан й въ х, вполи8 — форкулы 

{32} и (33). 
Такяиь образомь, двЗ формулы Тэйлорв и Манъ-Лорэна пыйютъ 

одинаковое значеше; это — два различныхь выраженя одного н того же 

соотношенйя. 

— Примфнене вери Макъ-Лорана къ разложению (а«-Н 5)”, 

т,-е. къ обобщенной формулЪ бинома. 

Одинь изъ напболве важныхь примфровъ, который можеть дать 

употреблеве сер Тэйлора или Макъ-Лорэна въ случав узеличенй № 
или с зазфтной величины, есть разложенте, по формуяЪ бинома, (а---5)", 

когда показатель 2 перестаеть быть цзлымъ и положительнымь. Вообще, 

это разложен!е но восходящимь стененанъ $ остается возножнымъ, т.-е. 
сходащимся, только тогда, когда для 5 выберуть навмевьшее (по абеа- 

лютной величинв) изъ хвухь частей выраженя а --Ъ. По тому, что уже 

доказато въ алгебр® ‘для случал дфлаго т, это будеть: 

И ан и 

ит а 
| тв 

Но если только т отрицательно или дробно, то ни один изъ множя- 
телей т, ж—1, т— 2... не есть нуль я не застазляеть уничтожаться 
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члены, гдВ онъ фигурируеть, т.-е. всё т№, которые идуть по извёег- 
ному порядку; отсюда слёдуеть, что выражене уже не оканчивается 
и перестаеть быть проетымъ полиномомъ, ‘могущимъ сдёлалься семей. 

Поэтому-то равенство этой серш (а-+5)” п надо доказать. 

. 58 
Для этой цли, если назвать’ черезъ 2 отношене —, заключаю- 

а 
щееся по условю между —1 и —-1, и если формулу (47), раздВлявь 

06% ея частя на а”, взять въ вид й 

т—1 +. па в) т т 
жт—1т—2 т—и1 —1 и 

то мы можемъ задать себ% вопрось, не дастъ ли точно этой формулы (48} 

сен Макъ-Лорэна, вели въ пей взять /(2) =(1--2)”? Изь /(л) = 
—(1-- =)" дифферевцироване выводить 

[Г®=тачя"-, 

Ро =т (т — Па)", 

РИ) —т(т—1)®Ш— ая)”, 
1 

отнес ео ва -)"-», 

о-в т- Пт... щаз, 

& отсюда, въ виду того, что /(0) =1, получается 

{9 1, Гот, Го) =т(т— 1), (0) == ит —1) я — 2), 
(0 =тт— т — 2) т 3)... тв 1 

и также, если взять остатокъ Я, по формул (43) Коши, 

1-5 @з»- (0) =т(т— 1 (т 2)... тю) и 

Итакъ, съ одной стороны мы видимъ, что эти значенн, вяеденвыя во 

вторую часть (31), дають внолиф для (1-+ 2)" желаемое разложене (48), 
а съ другой стороны мы вядниъ, что выражеще (43) допохпительнаго 

члена В, можеть быть даписано, группируя надлежащим образомъ 

множители, въ вид» 

‚ @:)"-я ("12 0 [тя „(ива 02) 
(49) Яя в) 1" ме | 2 та) ® 16.) 
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Поотому достаточно доназать, что ототь остатакъ стремится къ пулю, 
когда ® пеопред®ленно увелячивается. 

Но мяожитель их (1 9х)"-1 здфеь занлючается между двуня 
значешяни, которыя онъ получаеть пря двухъ прехфлахь 9—0, 9—1, 
знячешями, которыя суть иж, зих(1-- 2)"-* и которыя всегда конезвы 
(даже второе, тд показатель  —] можеть быть даже отрицелтельнымь, 
но гдё 1-2, по уелоню превосходить нуль). Тавииъ образонъ, этот, 
первый множитель не помфшаеть Е, стремоться въ нуаю, при возра- 
стающемь в, если произведен!е прочехь множителей стремится въ пулю. 
Но отв прое мпожители суть формы 

- или 
т— 3: — бх й 

т 6: 

съ $, равным посльдовательно 1, 2,3,...,я. Какъ только $ дфлается 
довольно большнимъ по отношению въ т, ихъ абсолютное значене отли- 

: дб 
чается ‘кавъ угодно иахо оть значения дроби 1-05 а вром8 того легко 

понять, 9т0 сама эта дробь всегда заключается между 0 и <. ДВйстви- 

тельно, въ случа положительнаго х, разность, саха положительная, 

д- 02, уже щеньшая, чёиъ 2, дфлается еще меньшей, вогде ее раз- 
дёлять на число 1-- 9х, нъ этоиь случаВ большее единицы. А въ 

противололожном»ь случав отрицательнаго х, если обозвачить черезъ 2 

д— 0х 
его абсолютную велачику, мёньшую единицы, то величина ре 

0 #— 
выражвемьн, очевидно, через т—с;› Не достагаеть 2, который отяв- 

чается отъ пен на 

— 6, 2—0 _ @— 
1—6: 1—9: 

количество вполв положительное. Итакъ, вогда $ дёлзетен довольно 

. т—12— 6 
большииь, отношеве множителя —„ тре 

абсолютной величин, превышать единицу, а если эт0 и ость, то превы- 

зпветь олиноцу самое большее вазъ ва уничтонающееся количество, 

долженствуюсее быть мевьшинь, чФыъ сколь угодно малый предёхъ г. 

Велъдетыю этого произяедеве неопредфлепко увеличивающаго чиела 

р подобвыхь множвтелей, по абсолютной величней, мевьше д? ила, 

по кравпей мфр, р-вой степени количества =(1--=), равнынъ обра- 

зомь завлюченнаго мешлу —1 и --Ъ, степени, стремащейея &Ъ нулю. 

Такиыъ образомъ И, произведеще подобныхь множителей на ограни- 

чениос чшедо прочизь предфльныхь множителей, кавъ тх (1-50) 

къ д, не можегь, по 

А. 1, НЕНУШЕВЪ. и 
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т—12- бд, т 22—06. 
1 те Эа ег ›..', Не можеть переставоль безконечно 

приближаться въ нулю, когда ® двлается очень большимъ, а поэтому 

формулы (47) или (48) вцоднВ доказаны. 

Если нхъ примёнить, напр. къ извлечению въ виё семи двухъ 

корней у: ь ая У! — и воторыя можно написать въ вид (1—и) +, 

то можно положить въ (48) три «—— и, предполагая, по край- 

ней мёрЪ, что абсожюхное значеще % не достигаеть единицы. Коэффя- 
т—я 

ен - будуть въ первомь случа 

1 

и во второиъ 

Крем того ве члены обфяхь серш, пзчиная со второго, имёють одияъ 

и тоть же знакъ; дЬйетвительно, при оереходж оть одного члена къ 
другому букеть ветавляться еще два множителя со знакомъ —, именно 

новый коэффешенть и повый мвожатель х или — и. Торда легко полу- 

читея, если результатамхь придать нанболфе сомметрачныя формы, 

(при и*< 1) 



ГЛАВА У. 

родолжене аналитическихь примфненй дифференщальнаго исчи- 

сленя: общая теоря максимальныхь или минимальныхь значенй 

фуннщй; задача Фермата, и т, д.; *методъ нанменьшихь нвадра- 

товъ; относительныя тахбта и липа, 

99. — Махита или шшипа функщй и ихъ наябольния или наи- 

меньшя значеня. 

Если дана фуцащя какого-либо числа перемвнныхь &, у, 2,..., ТО 
товорять, что одно изъ ен зпачешй, /(т, у, 2,...), есть ахйнит, когда 
оно превосходать вс сосвллця значешя /(;-Е А, у--Ь, #-1,...), волу- 

чающяся оть приданя соотвфтегеующииь перемфннымь сколь угодно 

слабыхь положительныхь или отрицательныхь увеличен }, 1, Т...., но 
взанмныя отношщеня которыхъ — произвольны. Напротивь, разематра- 

ваехое значение /(х, у, 2,...} будетвь ибийпит, если оно меньше, чЁмъ, 

всякое сачое сосвднее значеше /(у-- В, у-Н Е, г-НЪ...). Напр. фувв- 
ши /(а} одного только перемфинаго хёлаетен шахнолиа, когда она ле- 

ЖИТЬ ВЪ Т0ЧБ, СЪ которой поелв увеличен)я начинается уменьшеше, 

вхи когда ея пастовщее звачеше /(л) превосходить въ одно и то же 

время и предыдущее очень сосфднее значене /(х —) и послдующее 

Ка-- а); опа длается, точно твзъ же, привит, когда, напротивъ, она 

хочеть увеличиваться послё ухеньшевя, дли когда ея настоящее зна- 
зеще меньше кажъ предыдущего значешя /(х — 8), такъ и поелёдую- 

шаго Ия 2). 
Предиоложамь, что РО (#5. 13) есть кривая, представдяющаяся фунн- 

щей у==/(): ея махила получаются пря значеняхь 2 ==08’, #02’ 
перемвннаго п будуть орлукатахи у= В”В, у-=Р’Д; в ея илоь 
иропсходять при х=00”, х==ОЕ’ в будуть у 0’О, уж ЕЕ. 

Но, ие смотря на вее это, пипноми можеть быть больше, чфнъ 

ттахртот; такъ папр. пипит ЕЕ ббльше тахроци’а В’В; съ хру- 

гой стороны, зноченя, которых —- на шахлюшя, ня пили, могуть быть, 

пли ббльшеми, чВуь наибольший изъ оахйвит”ов® казЪ пошр. у=з 0/6, 

ила денымами, чБыъ назженьшЕ) изъ пиоиот“овъ каяъ напр. на фигурв 
отрацательная ордииата у= — 04. 

21* 
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Довольно часто случается, что пезависпыыя перемёниыя въ дан-. 

номъ вопрос не выходать изъ извфетныхь предфловъ, хотя фуикшя 
в могла бы продолжать существовать виф ихъ. 

Если вапр. разематразать разстояве отъ начала прямоугольныхь 

хоордивать х и у до различвыхь точекь (2, у) окружности ражусв х, 
инфющей свой центръ ина оси д`овъ, то его квахрать 2? у* есть извфет- 
нал функшя х’а, нужныя значени воторой вс приходятся между двумя 
предфлами х—@а-р и, тдЬ а обозначаеть абоциссу центра, ТАЕЪ вахъ. 

Е 

НЙ 

у Е ре" 

Тв, 13. 

кругь пе ныфетъ никакой точки внб этих» предфловъ, но вЪ то же время 

по уравненйо (2 — а)*-- у*—=7? круга выражене этого квадрата, хит 
есть линейная функщя 7? -а*-— 2ах, которую ничто не помфшаету, 

продолжать фиктивно въ одну сторону отъ значения 7=а—^ Дод == — © 
и въ другую отъ значена х=а-- + до х==-Н оо. 

ЗВажно заыфтить, что въ тахихь случаяхь наибольшее и наннень- 

шее нзъ разсматриваеныхь значенй функции обязательно должны быть 

шахниши’охь или пузниии’омь тольво тогда, когда оз получаются 

внутри предёжовь; веяфдетые этого можно, не выходя язъ послёднихь, 

заставлять независимых перекфнныя вартиролать очень мало, во воВхъ 

смыслахь, въ ту и въ другую сторову оть ихъ значенй, дающих» наи- 

большее иля нанменьщее искомое значене функции. Но когда, напротивъ, 

это происходить пря самихь преджлахъ, то ничто пе говорить, что 
функция не могла бы или еще увеличиваться, вли ужевьшаться, если бы 

ош& вышла изъ предфловъ; поэтому искомое значене, вообще, не есть 

ни пахиииа, ин побои. Такамь образомь, въ кривой РО (@я. 13), 

орданаты — ОЛ я (761, не будучи ви шиза, ня тахта, соотет- 

ственно наименьшая и намбольшая изъ орданать, завлюченныхь между 
предфлами х=0 и #=06". 

Итавъ можно сказать слёлующее правило: 
„Наименышее и наибольшее эначее безпрерывной функиёи должно 

искаться изи между ея тиита и ея тахбта, или между значещяни, 
хоторыя эта функщя принимает» на зраницахть пространства, въ ко- 
тором» движутся ея перемьнныя. Если требуется найти, напр., крат- 
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чайшую и длинвёйтую изъ прямыхъ, которыя можно провести отъ на- 

чала коордянать хо окружности, инф ющей уравнешемь (5 — а) у* === ›*, 
20 надо только замфтить, что квадрать 22-5 у? этихь праныхь, выра- 
жаюлийен лянейной фувьшей, не перестающей перембнаться въ одвомъ 
и томъ же смысл, 7? — а? 20, — не пифеть ни шили“, ни шах! 

ши’а, н что, слВдовательно, требуемыя значея — именно 7%, кото- 

рыи получаеть функЩя пря двухь предёлахь х=43-», между кото- 

рыми варируеть 2. 

100. — Общая теоря шахйиа и инилиа функшЙ одного только 

перемфннаго: правила Фермата и Кеплера. 

Но ту и другую сторову значення х, которое хёлаеть функщю 

тимилоп’онь или тахиоп’омь, эта фувкшя у==/(2} уменьшается 

ВЪ случ8% шахпоии’а и увеличивается въ случа ппилин’а, такъ 
зто она переходить два раза, въ соефдетвв, черезъ одну и ту же вели- 
чнну, именно при двухъ безвонечно сосфднихь звачешахь 7—2 н 2--а, 
перемвннаго, изъ которыхь одно, 2—г, мецьше, а другое, 2--а,, 
больше искомаго значешя 2. Обратно, такъ какъ данная фувкщя /(2) 
нивогдя, такъ сказать, не остается постоянной между двумя различными 
{даже бевконечно-сосёдними) звалешями перенфанаго, то равенство двухъ, 

посяфдовательвых» значений (2 — =) и (х-- в) фунвщи есть прязнажь, 

достаточный для того, чтобы показаль, что эта функщя въ ннтерзаха 
получаеть унелячеше волёдъ за ушеньшенеху оди уменьшен!е вохёщь 

за увелаченемъ, т.-е. нолучаеть тахирии ида шииииа. Нозтому въ раз- 
сматраваемомь, очепь маломъ, интервал» можно допустить безнрерыв- 
пость фунвши и ея асвое опредвлене, т.-е едпиячность сер ея зна- 

чей между /(% — 2) и[(2-- г). При тавихъ условях можно высказать 
сафдуюный нринцииъ, выведенлый въ срехин® ХУН столь я француз- 

скимъ Геометромь Ферматохъ и, немного нозднфе его, Гюйхенсомт : зна- 
чеме меремьнноло, которое дплаеть талутит’омь или таттитгомь 
фунмию у-—1(®), воть то, которое заключается между бвумя безко- 
нечно-восъдними значешями, дающими функии одну и ту же величину. 
Иначе говоря, если, придавая функщя у увеличиваюнщийея илн умень- 

шающайся раядъ значевй, получямь, что уравнене у == /(2), рёшевное 
по отношеню въ х, имфеть два все менфе и ненфе отдичаюнцеся другъ 
оть другё корня, тавъ что разность между вине стремится къ нулю, — 
то промежуточный общий предфль д, въ который ови хотятъ обрататься, 

есть значеше перемфинаго, при воторомъ получается тахнпии иля пу- 

вирь, послёдн!й члень разематриваемаго увеличающагоея нля умень- 

шающагося ряда значенй у. 

Допустинъ напр., что ураввенше у == /(2) есть уравнен!е второй ств- 

нони но отнощению въ х. Тогда искомое равенство двухъ корней, очевидно, 
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получится отъ уничтожен рахикала съ двумя заками формы $0), 

къ которому приводить рёшеше этого уравнен!я, и тахипа ли типа у’& 
бухуть давы, слфдовательно, соотношенемгь (у) =0. Но такъ какъ 2, 

& сафдовательно н $(у) предположены безврерывными, то оти значения у, 

увичтожающуя 9(у), отдЪлають на оси у’овъ, гдф будуть проевтаро- 

ваться различныя точки вривой у == /(2), — мфста, въ которыхь фувк- 

ци (9) — половетельна и радивать У9() — дЬйствьтелень, отъ 

тёхь, въ которыхь онь отрицательна в, тавъ какъ редикаль Уфу) — 
миниъ, ордината у ве можеть быть опредзлена при вавомъ-либо дй- 

ствительномь значени 2”а. Итавъ, въ простомъ случа уравнешя второй 

стешеня во 2 существуеть авное соглафе между общимь принципом 
Фермата и методохъ, который данъ спещально кли этого случая въ эле- 

ментарвой алгебрё и который соотоитъ въ вскава, нри какихъ предф- 
лахъ подкореяное количество не дёлается отрицательных. 

Введемъ обозначене проазводяой въ принцапь Фермата пля Гюй- 

тенса, выражающуйся формулой /(х-Н2,) — [(# — в) =0; но допустань 

сивчала, что фувкшя у==/(х) имфетъ свон посл довательныя произзод- 

выя безнрерывными вихоть до нанболфе возвышенной изъ 1№хъ, кото- 
рыя должны быть разематриваемы. Тогда, есдн заставить # и, сябдова- 

тельно, г, стремиться въ вулю, то нулевое отномене паг — Ге 
* (а) @—в 

которое есть отношене двухъ одновренениыхь увеличен! функции ея 

неремвниаго, очевтдно, ножеть представлять съ соотвтетвующей произ 

водной [(х — г) только уначтожающуюся разность, вел дстве чего въ пре- 

ДЪлЬ получается /(2) =0. Таванъ образомъ, отклонен [\(2) функии 
уничтожается въ моменты тазтит’а и аййтита; это волн бу- 

дуть доказывать, на предыдущей кривой РО, касательные, проведенныя 

зъ точкахъ В, С, Л, Е. Если хрожф того случится, что проязвод- 

ная И есть предфль ея вля Ш Гао К, то унячтожеще 

ея приводить въ я — крайне малому количеству &; а зто озвачветь. 

что в% моменть, козда функшя дълается патипит или тттит, вся- 
кое очень малое, положительное или отрицательное увеличеше, придавае- 
мое къ перемъинному, заставаяеть эту фунюйю получать только не- 
сравненно еще менышее увеличение; вля, короче, функшя не интеть 

заньтнихь чарированай вблизи своею тахитит`о или татбтит’а. 
Подъ этой, немного обобщенной, формой, заключающейся въ том, ` 

что нвшуть /л)==0 вла АИ) = Де выфсто Да —- г) ==0, пранцайъ 
Фермата есть одинъ взъ самыхь важныхь принципов натуральной фя- 

дософш, & его крайния простота заетавняеть знать его или, но крайней 

мфрё, ноетояньно стадкаватьса съ нинъ; но Кеплерь, первый, формуля- 

роваяъ его довольно точно въ начал ХУИ вфка, почему этоть прии- 
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цилъ и заслуживаеть назвавшя принципа Кеплера. Однако онъ не вы- 
ражзеть тавЪ же хорошо, кавъ подъ своей первой формой 4/(х—8)-—0 

или /(и--а) = (а -— =), достаточное услове шахипит’а иле тури“, 
но лашь услоше нообходимое; дёбствительно, можеть, какъ ивсключеше, 

случиться, кадъ въ точкь Р(йс. 13}, что отклонено у’ фупкдун уничто- 
жяетсн безъ язивиенщя знака, или что фуякцуя не нерестаеть либо увеличи- 

ваться, либо уменьшатьея въ монентъ, когда ея варпровашн двлаются 

несравненно болфе слабыми, чфыъ въ другомъ н8етв; в тогда эта функ- 

щя, не проходя два раза черезь одяо и то же значеше, не есть на 
шахипии, нп тата. 

Итакъ, къ условю /“(2) = 0 надо прабавить друга, чтобы внольв 

выразить тахипши или пдниио. Для этого разсмотрямъ вторую про- 
изводную {*(2). Вообще она отличается оть нуля въ моменть, когда 
первая производная /’(=) уничтожается; вослёданя же, при уменьшен, 

когда /*(=2) — отрицательная, при увеличиваши, когда /"(2) — положя- 
тельна, длаетея, въ первомъ случа, изъ положительной — отрицатель- 

нов, и во второшь изъ отрацательной — половнтельною, зъ момевть, 
когда она — нуль. Итакъ, данная функтия /(х) перестает тогда пли уве- 

личиваться, или умевьматься, и ячфемъ тогда /(2 — #)< Ко >ИЕ-а) 
въ нервонъ случа, и [(#— в) >/(2) < Киа) во второмъ. Твквмъ 

образожь, данная функиёя [(2) в5 моменть, козда ея первая производ- 
ная уничтовнается, ость талатит или путит, смотря по тому, 
инъеть ли она свою вторую производную ['(2) отрицательною или по- 
дожительною. 

Но что яронсходить, когда эта вторая производная (5) есть дЪй- 

ствятельно нуль, какь и перван /^(7)? Махиаии или пионпот, суще- 

ствуюле при томъ необходимомь п достаточномъ условия, что первая 

производная (=) переходать изъ положительной въ отрицательную вли 

изъ отрицательной в» положительную и, слзфдовательно, находитен въ не- 

од вли умевьшенл, или увеличеня, — застазляють сказать, очевадио, 

что вторая производная /”(), въ данномь случа нулевая по предподо- 
жен, колжна оставаться или отрицательной, или положительной во вея- 

хомь сосфдетвф, т.е. быть самой ахноор’омь или танурао“омь, 

кавъ /(2). Поэтому ея собетвенная первая производная {2} должна 
уничтожаться, а ея вторая производная /57\2) быть либо отрицательной 

въ случаВ шахишит’а и положительной въ случа пупилита'а, либо быть 
самой тахипа вля ше, если ова точно нуль. Переходя, въ этомъ 

посл днемъ случаЪ въ слфдующимь производнымь /0?(х), {3 (2) и про- 

холжая точно тавъ же далфе, ны увидрытъ, что вопросъ о томъ, дает» ли 
разематриввемое значен!е а’а, корень уравнешя 7/2) =0, тахивит или 

пнпимат дла /(#}, будеть рётень, ееля только Это значене, введенное 

въ посдёдовательныя проязводный /"{2), /”(х),... не упичтожаеть ихъ 

неф. Тогда, дБйствительно, еслн первая изъ этихь производныхь, Ео- 

торая будеть отличаться отъ нули, будеть четяаго порадка, то зе В 
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предыдущи производныя, одчнажово четнаго порядка, вилоть до прех- 
ложенной фупещи (которую можно разематривать, какъ ея собетвениую 
провзвохную нуленого порядка), будуть зазхипа или типа, т.-е. тахира,, 

когда ота первая пронзводизя, отличающаяся оть пуля, будотъ отри- 
цательна, шшита, когда она — положятельна. И еслв, наобороть, пер- 

вая изъ производныхь, которая будетъь отлачаться оть нуля, будеть 

нечетнаго порядка, то продылущая проазволчан четиаго иорядка не 
будеть ни шахиошт, ни широт; & это пом щаеть всвмъ менфе в03- 

вышеннымь проязводнымь одного и того же нда четноста, вилоть до 
самой функща /(=}, быть тахиоит аля шунт. 

Какъ мы уже говорили, обыкповенно, равсматрявають только вто- 

рую производиую /"(х), и она есть тахйтиии нлв тайшоии, емотря по 

тому, будеть ли ея настоящее значеше отрицательнымь илв положитель- 
вымь. Очень часто простой бЪглый взгляд на вооросъ показываеть уж 

существоване шахипип’а ихя шоилит”а и къ чему изт нахъ стремятся 

разематриваемая функшя. Тогда, слдовательно, нахо только поеред- 
ствомъ уравневшя /\)==0 вычислить точное значене д’а, при кото- 

ромъ это происходать, н затВмъ ея собственное значеше /\2). 
Но это предполагаеть безпрерывиость пролзводной /’(х). Когда 

послёдней случается рфзко измёниться, то вадо посмотр®ть, не чзм8- 

Еяеть лв Оша ВЪ оты моменты зязеъ; тАКЪ какъ ясно, чго тогда, смотря 
по тому, переходить ли она, при увеличивающихея значешяхь 2’а, изъ 
положительной въ отридательную или изъ отрицательной въ положатель- 
ную, — фупкша Дл) перестанеть пла увеличиваться, пля уженьщаться 

и будеть предетавлять шахииию илн шшипит. Но такъ кавъ’ чаще 

всего прерывность функщи, кавъ {%2), зависить оть существованя 

въ ея выражен знаменагеля, который увичтожаясь дёлаеть ес безко 
нечной, то нев соотвфтствующя значеня х’а даны будуть уравнешемь 

2 

этого смотрят, изм ияеть ли пли н®ть знажъ отдонеше /’(х) при иай- 
деннонъ кориз 2: въ первомъ случа, вривая, представляемая фуакщей 
{предполагаемой всегда волн опредёленной) у — / (д), будеть нуфть одну 

эзъ форм 17, ГМ, Л, длающехь мВето ордяват8 — зпахних уз ЛЕМ 
язи ординатВ — шциша М,М,; яапротивъ, во второмъь случа, ея 

формой будехь НМК или Н,К,; 

Зо, т.е. тя-е: Поэтому можно рёшать послёдиее; иосл8 

1! и , о. 

Н; 
бл 

ы 

м, 
1 9 к, 

м м зо Г 
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и отклонен, всегда дёлающееся безковечнымь 2ъ № или №,, будеть 

сохранять свой знавъ, волфхетв!е чего соотв тетвующая ордината №№, 
№, >, не будеть ни тпахипе, ни рупила, 

Часто можно, на безпокоясь узнавать, будетъ ля производная /^(4.) 
безпрерывна пля прерывпа, и даже не образуя выражена /(»)’в, удо- 

зольствоваться принвнешемь чисто геометрическимь путемъ общаго 

правила Ферната, выражая на фигур ршземой задачи равенство двужъ 

безконечно сосбхинхь значенй фунитя п выводя изъ этого равенства 

какое-либо простое слёдетые, которое иозволить хостроить искомый 

зпахнишю ила шюпомю. Два сльдующе примёра, которыми & и огра- 
вичусь, поважуть, кавъ это производотся. 

101. — Первый примёръ: минимальное разетояне оть точки 

до кривой. 

Дапы: ваван-яибо лия ВС, точка А, лежащая гдф-либо виё ея, 

в двяжущаяся пряман АМ, проведеннав оть этой точей до дишя ВС’ 
и опредёлнющанея дугой ВМ == <, которая измфряеть на кривой раз- 
стояне отв ея перехфвнаго конца № до неподвижнаго начала В; тре- 

буется построить эту прямую въ положени ЛМ, гд® она была бы врат- 

зайшей. Дфло плеть, елфдовательно 9 
полученш пипииити” в дхоны АИ, вото- в 
рая, очеввдно; есть извёстная геомегри- 
ческая, вноляф безпрерываая, фунёшя 

[($} криволинейной абсциосы 8: если А. 
напрахВръ кравая ВС ваправляеть свой 1 

стороны Ви въ безконечность, то 

Г) сперва, начаная съ со, умень- 

таетсн, чтобы залФиъ начать неопре- 

дёленно увеличиваться, когда 5 увеля- 

чиваетея 65 — со 20 +00; поэтому 
попили вноли® существуеть. Чтобы опрехВлить его, возьномъ на кривой, 

сь той п пругой стороны точки М, которая опредЪлнеть его, двВ безко- 

зечно-сосфдая точки т я м’, тавя, что, въ виду принцина Ферчата, хва 

соотвфтетвующия эначешя Дт Дт’ фунвщя будуть раввы. Безконечио- 
мадая хорда ви’ можеть, по направлению, быть сравниваема съ коса- 

тельной, проходящей нли въ 2%, ялв въ М. Но въ равнобедренномь 

треугольник жАт’ углы при основан т вли и’, дополнятельные 

воловины безконечно-мелаго угла пря вершаив ДА, но отлячаютея 

въ прехфл» оть пражого, и, сл®довательно, стороны 421 и 4’, ЕОТдА 

оя%. близатея къ совпадею съ АМ, дёзаютсн перпенхчвулярныхя 

въ касательной въ №. Таквмъ образомъ, искомое наихратчейнее раз- 

стоянае есть нормаль, проведенная отз А къ кривой. 

2) м 



— 10 - 

Точно такъ же можво доказать, 970, кофа существуеть прямая 
‚минимальной длины межбу точкой и кривой, то эта прявая веть 

-зормаль кз кривой, 

02. — Второй примфръ: задача Фермата относительно ореломленя 

ов%та; заковъ экономи Рли ваимевьшаго разетоян!я. 

Фермаль, чтобы ‘дать себЪ олчеть о авлешаяхь отражен и рре- 

хомленя, довустиль, что сетиь, проходя оть одной точки 60 дролой, 
выбираеть яуть, способный быть пройденнымь въ возможно менмий. 
зромежутокь времени; ин это правюдо было подзтерждево теорей ев%- 

товыхь волвь, Действательно, можно понать, что между везни волеба- 
тельныня движенныв, провсходящимыи оть одной точки до другой и 

проходящими черезъ различьыя среды али во фазльчвымь путамъ, — 

дввжев!ями, большее али кевьшее различе которых въ точЕ® врибымя 
зависить отъ внтервзла вхъ отвравлен, хоторый изыфряется разностью 

времеви, употребленвато на орохождене, — самыми быстрыми будуть 
единственно 1%, которых существуютт, ‘въ этой точкф прабытя или 

который нахбдачся въ достаточно большомь числф и согласвы между 
собой для того, чтобы ве быть вполнЪ нейтрализованвыми другема 

обратнаго смыела; дйствизельно, въ виду дпазглензмфняемости вблизи 
тапуиепу"а фувкиш, вырзжающей продозжвтельноеть путей, — движенн, 
пронсхоланыя во соеёхиинъ путям ваиненьшаго кробфта, очевь зам тно 

требують одного и того же промежутка времени для своего пробфга; 

сафдовательно, ови мевфе другвхь небходны между собою или ©0- 
ставляютъ въ совокупности групту, оть которой остается еще кое-что 

102$ взаимной вейтрализаши остатка сововуцноети. Поэтому-то ихъ 

тольЕо и разематриваютъ, согласно съ выюензложенныхь пренципомъ 

эковохм времени. 

Фермать пришел къ этому простому вранциву, зам®тивЪ сначала, 

что онъ удовлетворлеть прохождевю свфта черезъ однородную среду 

н отражено его на рредфльной поверхяости таковой среды, — случай, 

тдё, тавъ какъ скороеть распростравевя (функца природы среды} — 
постоянна, мрвимальнан продолжительность вути соотафтетвуеть пан- 

кратчайшему по длинё пртв. Но еще въ древности знали, что свЪРЪ, 

Богда проходпть черезь одву и ту же среду или отражается де поверх- 
ности, то выбираеть, между двумя давными точками, одной — отиравяе- 

вм, другой — прибытя, мявнмальную трактор, имфющую въ первомъ 

случа® вирь вракой зови, а во второмъ — видъ ломаной, уголь которой 
иыфеть свою бассевтриеу перпендекулярною въ поверхности*). Фермать 

*) Вь элементарной теодетри легко доказывается, ло врайвей иЁДЬ, когда отра- 
атщая поверхность — плоскость, что эта зоманая лия ныфот наяменьшую девну 
между вофин тбми, которыя введктси поверхности. Чтобы, видфть ото, достаточно 
зажфтать, что оба дфявется крамой, когда ваибныють ен нервуж сторону прямой, 
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при помощи индувшя премфивль затёиъ свой постулать экономи вре- 

мени къ феномену преломленя, при которомъ свфть проходить изъ 

хной среды, гдф его скорость въ секунду инфеть извфстное значене 7, 
въ другую ереду, г его скорость принямаеть другое значене У’, — 
в тогда уже вывель законы этого феномена. 

Пусть даны: А — точка отравлен свёте, В — тозка прибытёя, 

4’ и В’ проекция этикь точекъ ва поверхность разд®ла этахъ средь, 
преднолагаеную плоскостью, и нако- 
нець 4’В’ пересфчене этой поверх- 

ности перпендикударной, прохода: 
щей черезь А и 2, плоскостью, 

плоскостью самнетри фигуры, ко-, 

торую образують А, 2 и двб срезы, 
Всявй путь, вдушй изъ А в Ви 
выходащи изъ плоскости А4“ВВ’, 
будеть ныть, очевадно, въ каждой 

сред ббльшую длину, чыъ его 
проекща на эт? плоскость свыметр1и. 

Итакъ, путь манимальнаго вротаже- 
ня заключен въ этой плоскостя +в. 16. 
и образуется одной изъ ломаныхъ 

дни, какь АМВ, вершина № которой лежить на А’В’, ний, хоторыя 

вполн® опредфляются абещиссой ОМ == д этой точки М; эта абециес® 

отсчихывается вдоль 4” съ произвольнаго начала 0. 
Тавь какь соотьфтетвуюций зуть АМ въ вервой сред будеть про- 

бътатьсн с9 скоростью У, & путь МВ во второй средВ со скоростью У’, 

то продолжительности этехь застныхь пробфговъ будуть равниться аи 

мВ. : . пе 
ку: безпрерывная фувЕеща, которая дояжна получить пани, 

ам, мВ += 

этоть ши существуеть; дёвствительно, весла точка М пробёгаетъ 

неопрехфленную прямую ОВ’, или ееля х ввр!ируеть оть со до со, 

зо продолжительность пути, безковечвая нра двухь предфлахъи конеч. 

ван въ явтерваз%, не ножегь въ нзвЪетный моменть ‘начать ‘увеличя- 

ваться, ве умевьшаясь до этого момевта, 

Чтобы построить траэкторю АМ такою, какой она будетъ въ этоть 

будеть слЪдовательно нхъ суммой у== . Можно видфть, что 

скммстричной по отиошенно въ отражающей плоскости, тогла вацъ возкая другая 

ломаная зпнзя, прилегающая къ туз ше копдаяъ, измёинетея от1. подобной подетавонка 
въ другую зоманую дано, проходящую между двушя копщахи предыдущей зави, и, 
влфдовательно, въ бодфо длшивую, зфь предыдущая. Въ кони вониовть дрмазалель- 
ство поередотвомь методи безконечо-налыкь, призоженнаго дджА@ кз презоиленю, 
првмфилется безь изуёнены и къ случаю отражены, ^ 



— 112 — 

моменть, предетавимъ, что можно взять съ той и другой стороны ея, 

но принципу Фермата, дв безконечно сосзди]я траэктори АВ и Аж’ В 

одннаБовой протяженности, Исключивь ихъ‘равныя части, получаю- 
пияся оть достроевя двухъ раннобехренпыхь треугольнаховь АтР, 

ВиО, дян чего ввдо перенесть Ат на Аш’ въ вдё АРи Ви’ на Вт 
въ видВ ВО, — намъ остается сраввять часть Ри’ второго путя 

съ частью м0 перваго для того, чтобы выразать, что развость вре- 
, С т 

менъ, у п "9. употреблевныхь на ихъ пробгь, есть нуль. Урав- 

неше тулиториа есть, схфдовательно, 

Ри’ _ т0 

у у 

Выразимъ здфеь въ видф фунвшя безвонечно-налой варащи тн’ не- 

завиеннаго перенфинего одновроменныя абеолютвыя варащи Рю’, 0 

обфихь частей пути; & для этого замфтамь, что въ дзухъ треугольни- 

кахъ тРи’, т’От пропорщональность еннусовь даеть 

‚ Эа Рин’ ' узафыйт, 
зы’ по т Ри’ тт 

Носл% уничтоженя общаго мвожителя ими’ получится 

Но въ этомъ соотяошенш углы Рая О превосходять, очевидно, прямой 

только ва половяну безкокечно-малыхт угховъ ира вершян® 4, В равно- 

бедревныхь треугольниковъ АтРи Ви’О; зелёдетые этого, въ предлВ, 

зв Р и 510 обратятся каждый въ единицу. Кром% того, если провести 

въ двухъ соотвЪтетвепныхь средахь нормали м№, в/М№' въ ихъ понерх- 

ности раздфла и есла пазваль черезь $ и г ло, чБыъ дёлаются угды 
Ат №, в Вт’М’ при одномъ` и томъ же предфлё, гдё ж’ ни совиа- 

дають и гдё Аж есть надаюний лучь, & э/В — преломивиййся дучь, то 

будень вуфть, все въ предёл®, Рил’=1, Оши==р; дЪйствательно, 

дополнительных, Ре М, От’М№’, для Рун’ и От’и’ будуть также допол- 
вительными хлн фи +, когда основан Ри Ош’ разнобехревныхь тре- 

угольникозь ДшР, ВОт’ примуть свои окончалельныя направлевя, 

перпевдавулярныя къ сторонанъ, тогда соваавшииъ, ипроходнщимь со- 
отвфтотвенно изь Аи В. Такныъ образомъ уравнене таишиии”а, есть 

ту эти Ш _ ТР 

У м ар ри 

тАВ $ и гесть два ума, называемые уломь падещя п умонь пре- 
ломлещя. 
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Но инвфетно, что эта формула точпо выражаеть экспериментальный 

законз преломлемя и позволяеть построить путь, которымъ сяёдуеть 
волнообразное движене. 

Прянципь экономи времени, безъ сомнВн!я, позволяетъ, какъ звм#- 
тилъ Лейбнаць, сказать, что свёть распространяетея всегда по тому 

пути, который пыфеть мепьшее протяжеще; дВйствательно, естественно 

предполагать протяжеше пути тёмъ боле вороткимъ, чёмъ меньше 

зее разетояв!е, по которому происходить распространеще. Итакъ, надо 

воззасти въ болёе общ привципъ принцииь нанменьииио разстояня 

пли, еще, наименышело дюйствфя, въ силу которато феномены прочс- 

ходять при помощи панболёе легкихъ способовъ н соединяются тавъ 

между собою, что проязводять въ каждое мгновене только т явлена, 

которыя требують нанменьшихь усиз!й, или которыя, при данномъ 
уенлы, соотвфтствують нанбольшимь дЪйстНамъ: првицинъ, въ боль- 
шинствВ случаевъ, кавъ и принцинь, не ненве необходимый, простоты 

общихь законовъ, — столь распространенный, что мы рёдко знаемъ, на 
что прарода употребила экономир и простоту, илн каюя необходичыя 

количества она взяла за луоипии; но принцепь тёмъ ве менфе основной, 
полезный какъ чвженеру, такъ в физику и чатуралисту, кавъ это 
можно видфть ва другихь иримёрахъ. 

103. —`Махипа и пининия функийй нфсколькихъ перемённыхъ: 

общая теоря. 

Велжая фувкщи [(х, у, 7) кВевольвихь леремвиныхь дфлается зави- 

спкою только оТъ одного, когда она составлнется извфетнымь, но про- 
извольвымь, ©пособомь тавь, 970 2, у, & варшруютъ одновременно. 
Поэтому, если частное значене /(2, у, 2) этой фупкщя иля меньше, 
иди больше всякего сосвдняго звачетн /(х-- №, у-НЬ, #-Н0), 10 оно 

будеть пли шшполь, ии тоахйтиии фувящи одного только перемхфннаго, 

получающейсн, если взять напр. одновременяыя увеличеня 27а, у’а, =`& 
еъ той д другой стороны яуля постоянно пропоршональнымя тремъ 
изъ вхЪ значешй, выбраннымь произвольно, №, Ё, Г. Чтобы пояенить 

это, пазовемъ черезь # вспомогательное независниое перемфнное, че- 

резъ Н, К, Е —три конечные кооффещепта таке, которые позволяютъ, 

при извёстномъ очень малохь значени 1, быть Нрэ=й, КРжЕ, №==1; 

а фу Га, выражающанся черезь /(х-- НЬ у--ЖЬ 2-51) будеть 

ршилит вли тахшини пря #==0, есля Г(х, у, 2) есть шутпаот или 

тахнииш давной фунеци. Не мене очевяхио и то, что, есля обратно 

Т@--БЬ у Ю, #414) пра #0 есть пуишиио пля шахипит, 

каковы бы ны быля взаимных отвошешя Н’а, К, Г, и если вронё 

того протаженше, зъ которожь функшя увелячиваетсн съ той и другой 

стороны шНныннии“ь пли уменьшается съ обфихь стороъ ппахнпаи`®, 
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не обращается ни въ какомъ изз отнкъ случаень въ простую точву 
ияи даже во праближается неопредвленио къ пулю, то зиачеше /(х, у, 2) 

будетъ или меньше, нам больше зоЪхъ сосфднихь значенй, /(х--й, 

у-НЬ, 2-1, получающихея отъ изяты для Ы, К, Г, частныхь #'з, [’а, Га 
на воличестно $ одного и того же порядка малости, и что, слёдова- 

тельно, /(х, у, 2) будетъ тпнитат пли тахипит. Гаквыь образомъ, 
искать шниИша или тахипа функция /(х, у, 2) вБсколькахь пезависи- 
мыхь перемфнныхь, — все равно, что искать, при кавихъ услощяхь 

происходить, при #=0, тощИвот вяи тшахипат фувкшй /(2-- НЬ 
у-- Ж, =--14) одного только персмфннаго $. 

Оставовнися на предооложеши безирерывности частныхь проазвод- 

пыхъ лвухь первыхъь порядковь фунещи Д(х, у, 2) и на обыкновенном 

случа, вогда разсматриваемыя тахнил или шита {(х-- НЕ, у-- КЬ 
2-- 4) зависятъ оть двухъ только производныхь, первой п второй, {а 

но отношевю къ 

Въ зиду линейной формы, по отношеню къ +, простыхь фунв- 

ий 2-- Нь уф Кь 2-14, вжодащикь въ Г, эти дв проязвохныя 
образуются но правилу № 58 (стр. 195)- 

Но сперва, по правилу Ферчата пли Кеплера, перная производнан 
должна будегь уничтожлться пря #==0; @ 290, не забудемъ зам тить, 

‘распространяеть, очевидно, и на функифн нюеколькихь перемюнныть ве- 

лик законь ить диаб? неизмъняемости въ сосвдетаь съ таитит 

или уахатит’омь. Но эта первая производяая /`а по, очевахио, при # == 0 
будеть уд ра а 

9% де 

мь 

в+к+ 
у 

Проравнять ее къ нулю значить написаль, унножавь на { и подставивъ 

такимь образомь #, #, [ выВето БЫ КЕ, Гл, 

Я 
са 

Л @) $ д - де! 

Кром того малыя произпольнын увеличения, положительныя или отри- 

цательныя, 1, , { могутъ быть тавъ же разсхатризаемы, вакъ дифферен- 

палы независнмыхь перемфиныхь 2, у, 2; тогда соотношеше (1) сдё- 

лается . й 

© ара Тагтьо ша ао. 

Такиуъ образомъ, хозда фунящя Г(х, у, 2) есть тазйтит или птатит, 
ея полный дифференшаль тождественно уничтожается при наетоян- 
щить знаменбяль перемъиныхь. 

Взаимныя соотвошея дла, Яу, 42 во (2) или #’а, №, 1 въ (1) 
произвольны, поэтому эти соотношешя предполагають нулемь каждый 
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изъ своихъ члеповь, въ который обратится яхъ первая часть, если вы- 
брать соотв®тствующее увелаячеше №, # или { отличающинея отъ нули, 

а всВ остальныя увеличена — нулями. Одно урзанеке &/==0, слхова- 

тельно, способно уничтожить вс первыя частныя производныя {'& яда 

похожать между нензвёстнымя х, у, 2 равное число соотношенй 

(3} 

Слфдовательно, эта светема (3) уравнеяй, хопускающая, вообще, 

длл 2, у, 2 конечное число значешй, должна быть сперва р8шена, 

котда задача разсхатривается аналитически. НоелВ этого не останется 

нечего болфе, кавъ найти, приномаеть ли каждая изъ тавямъ образом 
полученныхь спетемъ значенй фупвдию /(х, у, 2) за тймилии адн лаох1- 
шим, илн ве беретъ ее за шипит иди тахилит, 

По простому вышензложецноху правилу (стр. 168} узнаютъ это по 
ро 
41. Но посявл- знаку, который получаеть, пря { —0, ихорая производная ай 

ная тогда есть 

Н.-+К Е} Иа 2) 
т. 9у 92 "7 

вли, есля раскрыть скобки и умножить на 2, чтобы хожно было выфсто 

Нь КЬ Ти поставить дЪйслвнтельныя малыя уводичены №, 2, 1 

м 
Вена Иа 9. дуг сер 2 у (4) 

Назовежь черезь Л, В, С, р, Е, Е дЬйствительныя значещя соот- 

вётетвенныхь иропзводлыхь, какъ прямыхъ (10 х, у, 2), такъ и обли- 

ческихь (10 ун2, их, # Ку), далной фунвииз бт, у, 2); и по 

линсмъ (4), знакъ вотораго зависить отъ существованя шаилот“а или 

тахипоп’а, папишется короче черезь 

(5} АЙ? ВЕ ОВ--ЗДЫ + Ей -- ЕАК. 

Иелючая случай, когла выражеше (5) уйичтожвется безъ измёнентя 

знака н ногда надо будеть прабфенуть къ ороназводнымь выстаго, чфжъ 

зторой, порядка, мы хожехь попять, что будеть необходимо я доста- 
точно, чтобы при получени взапиными отнотешяхи 1, 2,1 веепозмож- 

ныхъ значенй: этотъь одпородный полянохь второй стемепи пой, 1, { 

быль положительныхь для того, чтобы онь амфль тшипат, отрада- 

тельнымь для того, чтобы пизль шахинии, и положительнымъ я отря- 
цательныхь вЪ одво и то же время, чтобы пе ихфль ни шахиаит”а, 

вн пизниою”а. ДЬЙствительно функия Ге ЛЬ у КЕ #1) 6у- 
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деть при #==0 постоянно иулопи’омъ въ первомъ случав, шах!- 
тпоп’омъ постоянно во второиъ в, никонець, въ третьемъ питилии’омъ 
ири извфетныхь взаимныхь откошешяхь Н. К, Г и тахнипигомъ при 

другихь, что, давая категории значевй /(х НА, у-НВ, 2-50) одн8 — 

ббльши /(, у, 2)-а, друмя — менкийя значенш, помёшаеть /(т, у, 2}-7 
зъ одно и то же время быть пахилии’омъ и пупилаг`овъ. 

Итакъ вопросъ приводлть къ вахождев того, чВиъ должны быть 
коэффищенты 4, В, С, Х, Е, Г’ полвнома (5) для того, чтобы этоть 

полиномъ быль или вполн% положательнымъ, или вполн% отрицательным. 

Для этого предколожинъ его сначала виолнВ положительнымь и 
найдемт, въ какой рядъ квадратовь онъ можеть разложиться. Т8кЪ 5ВЕЪ, 
между гипотезанн, которыя можно приложить въ №, &, 8, есть такая, 

по которой одно изъ этихь увеличен, Ь напр., не будеть уничто- 

жеться, — то членъ 4й7, въ который обрататея тогда полинонь, бу- 

деть имфть знавъ --. Слёдовательно нервымь условемь есть 4>0; 
& это позволиеть взять 4 общемъ множителену. во вс®хъ членахъ (5)-го, 
эъ которыхъ фигурвруеть №, и раздёлить такамъ образом выражен (5) 
8 ДВ части, изъ которыхъ одна тольБо, 

Е Е АР Е ь 1 ( й ). 

содержить #. Но достаточно прябазизь къ этой первой чаета въ боль- 

Г Е . 
щихь скобкзхъ квадрать отъ Я яь выражеше такой же формы по 

отношению къ #, 1, жавъ н вторая часть, и затёнъ (лля того, чтобы не 
изыЪнять нсего выражен) вычесть изъ второй части произведене этого 

самаго квадрать ив А, -— достаточно для того, чтобы выдфлить изъ 
ы . 

однороднаго полинома (5) первый квадрат, т.-е. аль) В 

& посл этото остается только выражене 

© (в-=) и (6- Вина (> и 

такой же формы, что н данное (5), но уже безъ перемфипага й, Такъ 
какъ, вромё того, хаковы бы ни были В и 1, вполнЪ положвитель- 

Е, _Е) 
А а’ 

уничтожающей квадрать, то этоть новый нолиномь (6) не менве, 
чмъ данный {5), должень нить всв свои значеюя положительными. 

Разсуждеще, тождественяое предыдущему, но въ которомъ # будеть 

играть роль, которую имфло }, едёдовательно, можеть заставить быть 
1? 

8-1 > 0 и позволить выдфлють изъ (6) новый квадрать пой ий 

ный полипомъ (5) обращается въ (6} по гипотезВ # = — 
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оставлял послВ этого сокращена новый однородный подиномъ второй 
степени, вполнф ноложительный опять, но уже безь неренфинаго #. 
Точно тавъ же мы прЁлемь въ тому, что останется только одно неремн- 

ное п, елбдоватедьно, только одинъ чхенъ, состояпуй изъ кваирата этого 

перенфинаго или имёюнуй (въ виду предполагаеной положительною пра- 
роды его коэффищента) едыъ по себ везвеную форму. Назовемь для 

сокращен черезъ В’, С’, О’ соотвётетвенные кооффищенты, фягурирую- 
у? 

ше въ (6), и черезъ С” возффащенть, с—, прв $ въ слЪхующенъ 

выражени, воторое будеть здёеь посяёднимь; и полиномъ (5) въ же- 
лаемой форм будеть 

ЕЕ 2 бир 47) деву +в (ти) чо”. 

Въ конц кОнцОВЪ мы видинъ, что условиями, необходиными для того, 
чтобы быль шинтит /(х, у, 5)-8, будуть неравенства 

(8) 4А>0, 8В’>0, 0”>0 

въ томъ же числ, въ каконъ даны сами перемфнныя 2, у, 7. Крон 

того эти условя будуть и достаточными изи будуть заключать въ сьбЪ 
существоваше пиплиио’а; дайствительно онф едёлають изъ выражения (7), 
равнозначущаго (5)-ну, сумну квадратовъ, обращающуюся въ нуль только 
при поношн отдёльнаго ункчтоженяд каздаго членя-квадрата, т.-е, при 

немыслемомь предположения 

р Е.Е ро вши ВО, В+ АГ О иди = *) 

Въ случаВ шахнли”а можно приложить 1% же самыя разсужденя 
поел того, вавъ перемнимъ знаки выражен!я (5), тогда внолн® отра- 

цательнаго; я получимъ, сяёдовательно, вакъ необходимое я достаточ- 
ное услове, три неравенства, обратныя прехыдущимь, 

(9) А<0, В’<0, 0" 0. 

Наконець, если первых части этихъ неразенствь пнвють, одн8 — по- 

дожательныя значешя, друйя отрицательных, — то, о тому же самому 

доказательству, эта функщя (2, у, 2) не будеть ни шахоии’омь, ни 
иполгомь. 

* Это докавательотво заставлять въ то же время вычёть, каказль образоть одно- 
родный подинохгь второй степены можеть, если ояъ всещёло позожителень, быть зы- 
режень въ форм сушиы крадраторь, которую нахо ушёть при изнфетныхь вопросах 
прикладной механики придасать лотенщезу упругости тверлато тла, однородной, вто- 
рой сощони пошол положительной фушещии шости отечогтеернить пасть дафориа- 
цИ: твердаго тёзо въ разохатрираехожь пробтриноть?. 

4. 1. ЯЕНАШЕВ. 12 
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104. — Частный случай двухъ перемфнныхъ, 

Раземотримь въ чаетности и непосредственно простой случай функ- 
цн Их, у) двухъ перемфиныхь. Это будеть напр. вертикальная орли- 
ната г (пли высота) поверхности, фунещя двухь горизонтельныхь 

прямоугольныхь координать х н у. Обозначимъ, каЕЪ въ шестой глаз 

(стр. 117), черезъ р, 4, 7, 5, # ея цать первыхъ в вторыхь ироизводпыхь 

до 0 9 0 
д д’ д’ др в’ 

Но сначала, чтобы опредфлить зваченя ха и у’а, епособныя получить 
мавоимельную или иннимальную орденату, будемь ихёть два уравнен!я 
р=0, 4=0, которыя, согласпо съ принциномь Фермата, выражають, 

уничтожене отклоненёя Ур" -- ай поверхности въ раземвтриваемыхь т0ч- 
хахь*). Но танъ вакъ выражено (5) приводится здеь въ 717-2514 7, 

пла, если откинуть положительный множитель #*, къ трехчлену второй 

степени 29 2зу’--т, въ кохоромъ у’ означаеть виолн% произвольное 

отношеше а пла Е то этоть трехчлень, безирерывная функшя отъ у’, 

бтдеть имёть при войхь значеняхь у’'а знавъ -- нлв — своего перваго 

коэффищента, #, если поел дей някогла ве нереходять черезъ куль, т,-е. 
если корни ураввевя второй степени, получающагося отъ уничтожешя 

отого трехчлена, суть мнины, или если получается 

(10) я — в >0 ‚ 
чтб, вавъ мы уже знаемъ, дёлаеть изъ первой части уравневя произае- 

дене суммы двухъ квадратов на -Е 1. Такимъ образомъ, неравенство (10) 
составляеть общее, необходимое и достаточное услове того, что здбсь 

существуеть шахилит иди луплиит. Когда это условше удовлетворено, 
то произведен 7 двухь праныхь вторыхъ производныхь, превосхо- 
дящее вкведрать 5? облической второй производной, положительно и дв 

прамыя вторыя кроязводныя имВють одинъ и тоть же знакъ : елфдо- 

вательно существуеть талии, если он положительны, шахивию, если 
он отрицательны. Напротивъ, когда у и $ имфють разлячные звакл 

или один н тоть же знакъ, во съ произведещенъ, меньшииь 57а, то 
не получается ни пишиии”а, яи шахйовига, и получается поверхность, 
пиющая стон сосёдя съ разематриваемой (2, у, 2) точки, од 

вверху, а друмя внизу касательной горизонтальной нлоскости, про- 

ходящей через (т, у, 2) и, слЬдовательно, пересфкзющейсн съ ней. 

КромВ того, часто бываеть, вавъ и въ случа одного тохько неза- 

=) Во Ш чает (въ № 46) докизываетоя, что выражене Урз-- Я пъ каждой точеё 
изифряеть вполнв отизонеше поверхности; зочно то же будегь доказано въ № 179 
{формуле 25). 
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виспмаго персмфнпаго, что природа вопроса сразу новазынаеть суще- 
ствоваше шахпиши’а пли пнинуид”а, почему п становятся безполезныхмгь 
предыдущее разсуждее; вслёдетве чего достаточио опредьхить, либо 

по геометрическому, либо по аналитаческому примфненю принципа Фер- 
мата, положеше, а затёхь п эначене этого шахииит”а ялв шпана. 

105. — Иннимальное разетояще отъ точки до поверхности; ми- 

нимальное разетояще между двумя кривыми или поверхноетяни. 

Пряхвя, которая соедивхеть неподвижетю точку А съ различными 
точками данной поверхности 95’, есть функшя двухъ незавнеяхыхь ко- 
ординаль, х и у напр., ен конца, лежащаго на поверхности. Ея ми- 
зимазьпое значеше АМ получится, по методу, указанному въ иачаль 

предпосльднато номера (стр. 173), если мы буденъ разсмахривать, что это 

значене будеть одинаково ипулини`омъ и во вобхъ функщахь одного 

только перемфннаго, выводичыхь изъ давиой цо ироизвольному выбору 

способа одповременнаго варпроваля х’а н у’а, способа, который будеть 
выражать соотьБтетвующую кривую, ОМВ или 

ЕМТ, в., проходящую на поверхности черезъ, 5 
точЕу М и иредетавлающуюся въ проевщи на 
плоекоеты ху въ вид желаемаго соотношеня 
между г и у. Ипаче говорн, АМ будеть ная- К 
хратчайнимь разстоныемъ оть точки А до вовхь 

кривыхь ОВ, ЕП,..., которыя пересвЕаются 
ь% М па поверхности, в, въ виду доказавиаго $ 
звыпье (етр. 170) свойства этого изнкратчайшаго Ри. 15. 

`разетеяшя, оно бужеть периендикудярно пере- 

Вкать ихъ касвлельныя, проходниця въ М, ыЪфсто которыхь есть 

(стр. 89) плоскость, касалельная въ 1 въ поверхности. Иначе говора, 
зпробуемая минимальная прямая будеть нормалью, проведенною изъ 
зночки А кь поверхности. 

Теперь раземотриыь прямую ЛЁМ’, соеданню- 
шую деф точки, соотьфтотвенно взатыя на двухь  \А А 
данныхь лишяхь АВ, 4’В’. Если взать за незави- 
самых неремфнвыя дуги АМ-=з и А’М’-=5', ко- 
торыя опредёляють на двухь лищахь положешя М 

и М’, то движущаяся прямая ММ’ будеть фуввщей 
Р(в,5') этнхь двухь дуть и прнацить Фермата, 

иримзненный къ этой фувкщиа, если застацить от- 

дЬльно варнровать ви 5’, покажет, что минималь- 1 в 

вое разотояне между двуня ливими изифрлется нор. ЗА. 18. 

малью, общей объимь лишамъ. 
Точно такъ же можно ионять, что казкратчайщей ирамов, прохода- 

шей между дней и поверхностью иди между двумя поверхностные, бу- 

деть нормаль, общья этимь двумъ фагуранъ, 
12* 
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109. — Относительныя тахриа и шпыга; общее правило, 

Пусть дана /(х, И, 2, в, ®) функшя нфоколькохь перемённыхъ. 

Каждый изъ ея тахий’овъ или тайци’овъ, т,-е, 10, что больше или 

меньше всфхъ остальныхь значенй функ и, полученныхь оть соеЪх- 

зихъ ©ъ ними, но всевозможныхь изыжнейЙ реремнныхь #, у, д, м, т, — 

нззывается абсозютнымь тозхипип’омъ или пупиичигомь; въ протияо- 
ноложность иыъ дають назваве относительные шажшитта или т. 
пиот’а звачевно функ, которое или больше или меньше извфетиыхь 
Только категорй сосфдинхь значен, варирующихь безпрерывно ря- 

хомъ съ нииъ, по крайней ифр%, въ двухъ противоположныхь смыедахъ, 

Предетавинь напр., что разематривается ббльтая или меньшая часть 
земной поверхности п что отправляются отъ перевала, т.-в. ОТь тТоЧБи, 
расположенной между двумя горами въ высшемъ началё двухь долин 

противоположныхь направлен; Высота (вертикальное разстояше земной 

поверхности, лежащей выше неподвяжной горизонтальной плоскости), 

очевидно, увеличивается, когда поднимаются оть него на ту вши другую 
изъ двухь горъ, уменьшается, когда опускаютея въ ту ялн другую изъ 

двухь долинъ: такимь образомь высота на перевалв — ни абсолютный 

тахииит, ни абеолютный тшйитито, Она будеть относительнымъ т. 
иш?охь, если приходитсн итги, переходя черезь переваль, только съ 
одной горы да другую; и отиоситеденымь шахилопровмь, если итти только 
изъ одной доянЕы въ другую. 

Категорм значевй, которыми ограничиваются, опредёлаются чает- 

ными способвни, которыми одновременно варирують 2, у, 2, и, , т.-е. 

извфетными соотнощении между переиваными въ /(х, у, 2, ч, $}. Чтобы 

ноясвить это, мы предположниь эти соотвошеня въ числ двухъ и спо- 
собными быть взятыми въ вид 

38) (т, у в, и, 5) Ф (в, уу аи, 2) 0, 

тд8 фи фр обозначають безпрерывных фунеши 2’а, у, 2, в, 5, имёю- 
пуя и первыя дроизводныя безпрерывными. Слёдовательно, кавъ только. 

2, у, 2, и, $ азмфиатсн, то ихъ двфференщазы должны будуть сви 

удовлетворять соотношешя @ф=0, 4р=0 ила 

8. + аа Мио 485) = и в дн » 
И [4 9% со, 2 и би —0. 

При такихь усхошяхь нахождеше относительных тахипии”овь 
и пюнооп”овь {(х, у, 2, и, ®)-в сдльется, очевидно, нахожден!емъ 3600- 
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КлЮтНыхь шахипоп’овь и иИит’овь, веди, исключая изъ уравнен:й 
{34) два перемфнныхь въ видф фунвцщи остальныхь, нанр. мно въ вядё 

фунвли а, у, г [или, сл®довательно, изъ (36), 4 и 40 въ видВ 

фувкщя 4л’8, ду, 4], мы представинъ себф, что эти значешя и 
й © можно внести въ выражене /’& тавяыъ образошъ, чтобы преобра- 
зовать послёдвее ‘въ фувкцю трехь перемнныхь, оставшихся вполн® 

независимымя, 2, у, 2. Но, по принпипу Фермата, уравнешя, способвыл 
опредфлить 2, у, 2 въ предвадфиномь случа тахицип’а или итаиноега, 
будуть образовываться, выражая упичтожете, каковы бы ни были от- 
вошешя между 4х, 4у, 42, всего дифференщала 4/, т.-в. образуя с0- 
отношене 

9 р 9 9 9 (36) 5 4 ыы 5% 0, 

тдЪ ясно, что 4 и 4 суть функщи 42а, ду’, 428, опредфленныя усло- 
вныя (35). Итакъ мы могли бы рёшать по отношению къ 44 и 90 два 

урввнев!я первой слепеня (35), зат$мъ подставать твкнмъ образомь най- 
дениыя зваченя, линейных по 4х, був 42, въ (26) и увичтожать хогда, 

отдфльно полные козффищенты при трехъ незанненныхь дифференца- 
хахъ @т, ау и @а, чтобы получить между г, у, 2, согласно съ предва- 
рительно данными указан!ями (стр. 175), три искомыхь уравнешя. Но 

это нсключене ди’а я Я’а въ (35) и (36) пряводить къ общимъ и боле 

синметричнымь уравнешяыъ, когда вводять, накъ это и булеть делве, 

еюда вспомогательныя неизвфствый 7, д въ одномь чяслв съ уравне- 
ями уеловя (34). 

Оложим» (36) съ двумя соотноменшями (35), учиоживъ сначала ихъ 

соотвфуственио на эти вепомогательныя неизвфетЕыя 1, и, которыя мы 
опредфламъ впосяв дет нанбод%е простымъ образомъ. Тогда получится: 

ое 499 № 5" ”)ы + 

(т) - +2 м ны и 

и. 2 чи) 4—0. 

Но ны знаемъ, что если бы члены съ 42, ду, 42 фитурировали одни 

въ этомъ соотношенн (37), то мы имфли бы право увичтожчть яхъ ко- 

эффащенты; съ другой же стороны вичто не изшаеть намъ сдфлать, 

чтобы эти члены были здВеь дёйствительно одни, тавъ какъ мы можемь 

выбрать множителей 4 н в такямь образом, чтобы они уничтожали 

въ (37) кооффящевты, по крайней иЪрё, пря и н 4, коэффащенты 
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‘первой стелени по 4, и; а уничтожене этихь коэффищентовъ приво- 
дить таввыъ образомъ къ рёшевно системы уравиемй первой степени. 

'Итавъ мы будемь имфть въ конц% концовъ уразлевя тпахтото’а и тру- 

ил’а, могупуя быть написанными. въ сокращенной формв черезъ 

ВА 9ф 92 _—— СА — + __ 
Ору) ти бы у, ау и, в) (38) о 

п часное которыхь будеть чиеломъ данныхь яеизе®стныхь 2, у, 2, и, 9. 

Соедвнивъ ихъ съ условиями (34), числе которыхь равно числу вспоуо- 
гательныхь нензьфетныхь 4, и, мы получимь систему стользихь уравве- 

вй, сколько нензввстныхь, послВ рЬшен!н которой макевиальное оли 

янимальное значен!е /(х, у, 2, м, $), предиоложенное предвидфанымь 

(относительно его существовав!н}, будеть вычислено безь труда. 

Но, очевидно, можно было бы врямо нерейти къ уравенямъ (38), 
если бы, считая вов перемфнныя 2, у, ©, и, и позависимыми, начать 
искать тахпаит и шаиоша фувкщя Г 2фФ-- мф, образующейся отъ 
сложешя разсматраваемой /(х, у, 2, и, $) съ первыми частями уравие- 

31 условш ф=0, ф==0, умпоженныхь на столько же нензветныхь 
постоянныхь мпожителей 4, м, при чемъ сохранить опредфленю мно- 

яителей посредствомъ самихъ уравненйЙ усломя. Итакъ, мы можемк 
высказать слёдующее правило, называемое иравилоль относительных» 
эЗийтит?овь или унайтитговь, доказательство котораго н было цёлью, 

которую мы здфеь преслёдоваля: 
относительный тазутит маи путтит функии, перемьнныя ко- 

торой связаны уравнещяни услойя ф—=0, ф==0,..., получается точно 

такь же, кажъ будто бы надо найти абсолютный татитит или тёт- 

тит, предиололаемый существующим», выраженя Г--ф--иФ-Н..., 

въ хоторомь 2, и,... означають какфя-либо постоянныя, моцуийя быть 
искаюченными или опредъленными в5 конць концовь тиьми же уравне- 

няни = 0, Ф=О,... 
Замфтижь, что если бы 4, р вифето того, чтобы быть постояннымя, 

были, какъ х, у, 2, в, ©, независимыми перемзнвыми, то, чтобы найтя 

абеолютпый тахивот нля шйулили дла У-- ф-р иф вадо было бы прт- 

ложять къ уразенямъ (38) 1%, которыя дало бы уничтоженше частныхь 

проязводныхь, ф, у, этой функщи но отноменю вк & н ш; велёдетие 

этого получились бы вс уравиемя, необходямыя для вычвелешя л, //, 

2, м, 0, 4, и, включая сюда услойя ф==0, ФО. Но ТВЕЪ ЕЗЕЪ ПО- 

слёдия даются ааными, то ие обязательно получать ихъ, почему можно 
ограничиться разсмотр®н!ем»ь вромежуточныхь множителей 4, м, вакъ 

постоянЕыхз. 
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110. — Примёръ: разложене даннаго чиела на Части +, у, 2 

произведен!е которыхъ „йа... было бы тахипит’омъ, 

Какъ примфръ, найдемъ относятельный шахипит вроизведевия (для 
яенасти мы ограничимъ его тремя множителямя) /: був 27, гдз а, Ву 

означають данныя, цёлые показатели, а х, у, & положетельныя коли- 
чества въ ТАКОМЪ #6 числ, сумна посдфдияхь должна нуфть извзетное 
значене А. Этоть шахлишт вполнв существует: тадь какЪ 2, у, 2 
заключаются между нудель и А, то произведене 2‘уб У, заключенное 
также между вулемь и де-+В-у, получаеть обязательно значене, 

которое можеть превосходить венкое другое зпачеше при значенихь 
д’а, у, 2, отличающихся отъ нуля, — тогда кавъ оно уменьшается до увяч- 
тожев]я, осли съ той и другой стороны этихъ значевй э7’в, у, 2 Заста- 

вять ТВ изъ перемвнныхь, которыя выбраны независимыми, изиёняться 
въ каввхь-либо отношеняхь. но тавихь, чтобы кдкое-дибо изъ нихЪ 
уничтоналось или заставлнло уничтожаться посяёднюю (едянственно за- 
вновмую) часть въ Д, Т.-6, 2, у ИЯИ д. 

Очевидно, что принцииь Фермата и, олЪдовательно, предыдущее 
правило приложены къ тёкъ значенямъ 27а, у, 2, которыя такимъ обра- 

зомъ дфлають функцию /, сколь возможно, большей. Уравнешя условл 

обращаются въ з-Ну--г— А ==0, поэтому мы должны поступать тавъ, 

кавъ будто бы дфло шло © нахождени абеолютваго гаахтии“в оть 

+2 (а-ну--2-— 4); и соотношеня (38) сдЪлаются 

и 
03 
—# 

Поэтону черезъ псключене Хы они дадуть уравнемя швхилио"е, 

9% 

(5) 9 0 

Но, такь кавъ / есть произведене д“ уё 2”, то его частных прояя- , 
в 

водвыя будут соотв&тетвенио 5 Е 

вебхь частахь (39) уничтожить общ! множитель /, который имфеть 

Слвховательно, если во 

свое разсмвтриваемое вначеве отличающимся оть нуля, в еели’сохра- 

знть остальныя отношеня, то получится 

(10) 



— 184 — 

Тавимь образомь, иромзведене х"у8 2” дтлается талатит’омь, 
если разложить данное число А`на чаети т, у, т, воотвъьтетвенно вро- 
поршональныя даннимь показателямь @, 9, у. 

Въ частномъ, папболве простомь случав, когда «—=8 =7у=1, 

безнрерывное равенство (40) дВлается с==у =. Итавъ, чтобы разло- 

жить положительное количество на данное число частей, поторыя 

мыли бы свое промзведеме тазётит’омь, надо взять всь эти части 
равными между собой. 



ГЛАВА 1х. 

Геометричесыя примфненя дифференщальнаго исчисления: теоря 

вонтантовъ плосностныхь кривыхъ; разсмотрьне ихъ прямыхъ- 
насательныхь, ихъ вогнутости или выпуклости и особенныхь 

точенъ, 

11. — Зам5чане о геометрическихь принфненяхъ дифференщаль- 

наго иечиеленя къ тому, что каеаетея плоскостныхь кривыхъ: 

безконечно-малый треугольникъ, 

Мн остается изложить главных приифненя хифференщальнаго 
исчислена къ теорш кривыкь, илоскостныхь или пространственныхь, и 
къ теорн вризвыхь поверхностей. Наиболже простыя изъ этахь прим- 

ненй были уже нами разенотрёны подробно, если они этого заслужи- 

вали, или были, во крайней мёрЁ, указаны пря разстотрьнта функций 
и ихь производныхь. Такияъ образомъ (остановимен пока на ялосвост- 
ныхъ вривыхь) к8&зя-дибо фувкщи у ==7(2) одного лишь перем ннаго, 

функщя, али явная, или везвноя, т.-е. опредфляющаяея нерзшеннымъ 

уравненемъ Р(х, у} =е, позволяеть нежъ, если считать 2 за абоциесу, 

= у— за ординату, разенатривать ва плоскости кривую, весь ходъ ко- 
торой зависить оть этой функции, и касательная къ которой въ каждой 

точкв предетавляеть данный снособъ варврозаня фунецщв, т.-е. ея пер- 
вую производную или откхонее, тогдь ЕзЕЪ вругъ-каевтельный этой 
врзвой зыражаеть, между прочимъ, вторую производную функщи, т.-е. 

данный енособъ варировашя ея отвлоненя*). Поэтому разсматриваемая 
кривая можеть быть взкою-либо плоскостной кривой, которая ин слу- 

жить, благодари приифненио координатныхь осей 2овъ п у’овъ, опре- 
двлешемь фуввши у == Г (5). 

Мы видали (стр. 41 и 42) и то какь дуга з кривой, счатаемая 

еь произвольной точкя послфдней и положительно въ направления рас- 

тущихь абецессь, образуеть вовую фувкцтю 2^ь, связанную съ у, 

ели х и у прямоугольныя координаты, соотвошенемъ У=Ит-ку", 

*) Прехотавленю круг-васательнаго, провда, помбщено въ части Ш; но то же 
самое мы увыдимь вскорб п вЪ члоти 1. 
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существующинь хенду вхъ производными. Эта формула была получена, 

какъ частный случай другой, выведенной вепосредетвенно (етр. 41} для 

какой-ллбо пространственной кривой, при которой очевь малое увеля- 

чеще 45 дуги, способное быть слитой съ соотвфтетвенной хордой, 

принимается за дувтональ параллелепипеда, ребра всторато, вдоль трехъ 

осей, суть одновременных увелячещя Дз, Лу, 42 трехъ коорлинать. 

Но когда хотатъ прамнать эту формулу въ кривой на плоскости 2/‘овъ, 

то пареллеленипедь обращается въ треугольникъ ИНМ” (стр. 26}, тдЬ 
лишь дла того, чтобы выразить желаве ‘разсматривать прехфль, надо, 

двф стороны ИН=И» и НМ’= Лу, парвллельныя осямъ, сдёлать 

двумя дифференщелами 4с я у абсциссы и ординаты и тдф, слёхова- 

тельно, третья сторона ММ”, безконечно-маяая хорда, дБлается налле- 

жащимъ олежентомъ 45 дуги п первымъ элементомь касательной М7. 

Если осн прямоугольны, то уголь Н— прямой и, таяъ какф 15 НММ”, 
сдфлавшйся 5 НМТ, есть отклонен!е кривой, то треугольвиЕъ даета. 

а) отклолене = и. 43 =У а -- ду*, 

или, черезъ замЪну @у н @ черезъ у’х в 5’, 

{2) отвлонене =’; 5 УТУ 

Треугольнакь съ сторонами 4х, Чу, 4з получиль назвелие безконечно- 

мало треюдъника: онъ ноказываеть элементъ 43 кривой въ отноше 

ныхЪъ направяешя и величины его къ олементамъ 42, 4у коордвнать п 

живо вредставляеть самый законъ безврерывнаго образован1я кривой. 

Барровъ, ангийсвйЙ геометрь ХУЦ вёка, первый повазаль всю важность 

в пользу этого треугольника. 
Мы получнля касательную и кругъ-касательвый кривой, какъ ‹0- 

отвфтетвенные предфлы праной п окружности, которыя имфли бы съ кри- 
вой возуожно наибольшее число общихь точекъ, отвёчающихь равно- 

отетоящимъ абециееамъ, разетояые между которыми стрекится въ нулю. 
Мы видфли, что въ предл изъ этого равенства двухъ или трехъ 

посдёдовательныхь ординать въ кривой п въ праной или вругё выте- 
каоть равенство въ окончательной точЕ® контавта первой, у’, илк двухъ 

первыхь, у’п у”, производных ордниаты у но отношенйю яъ абсцисс ® 

въ этой кривой в въ прямой или круг%; отеюда (стр. 148) непоередственко 

вытекаеть, что ордината кривой и ордината прямой или разематриваенаго 

круга суть двф функщи абедиссы, анфюлИя пря значени 2”а, отв чаю- 

мемъ общей точвЬ, соприкосновен!е, но крайнея мфр$, перваго порядка, 

пря касательной и, по крайней мёр%, второго пря кругВ. Но мы имбемъ 

возможность обобщить эти различные случаи; мы выведемъ жеорно коя- 
зтактовз ПЛоСКОстНыхЪ линтй и кривыль-касательныял, съ чего в начнем 
`аземотрве плоскостныхь кривыхъ. 
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112. — Общая теорйя контактовъ плоскостныхъ кривыхъ: условя 

и обозначене контакта порядка п. 

Пусть будуть даны въ видё свопхь уравнейй и=7(2), У=(} 
дз% кривыя АВ, АС, отнесениых къ оси Оз абоциссь п оси Оу ординат, 
которыя при нервой кривой залываются у, а при второй Г. Въ общей 

тТочЕЗ А пли нра соотвётственномь значени х абсциесы эти дв кри- 

выя низють зонтанию порядка я, если фунвщм (=), $(=), выражаю- 

\, 

© 

Тк. №. 

ых нхъ ордянаты, омфють сами такой воптакть, опредфляемый тёмт, 
что если придать абециссЪ, начиная съ общей точки А(х, у}, безвонечно- 

малое положительное или отряцахельное увехичене РА и постровть 

неопредёлопную лншю ©В, параллельную ЕЪ осн у/`‘овъ, то отрьзохь 

на этой пароллели, ВС-==%, заключенный между двумя кравыми ы равный 
разности Г(и--й) — 9е--№) ихъ соотЕЁтетвенныхъ ординать Во и 00, 

будеть безконечно-меньше и’ной стелени, #", одновременной варащн #, 
похучаемой абещиссой, но не будеть въ то же время безвонечно-меньше 
слфдующей цёяой стелени, #**!, этой же вармащи- 

По доказательству № 92 талой контакть порядка п произойдеть 
ры необходимонь и доестоточномь условфи, заключеющемея в5 томъ, 

чиио, Яри означенномь значении т абсциссы,. получается взаимное ра- 

венство ординать у, У двухь кривыть и ить п первыть производныха по 

отщошению кь абсциесь, саъдуюния же дать произвобныя порядка п № 
дають уже неравеметво. Иначе говоря, для этого контакта надо вить 

въ общей точкВ 

ук уу, у”... --УЮ, уе уе, 



— 188 — 

Вь частномъ случа, чтобы ковтаять быль первато порядка, надо 
в достаточно, чтобы дав вривыя имфли одву п туже касательную въ общей 
т0чвё п угловые козффищенты у’, У’ взаамно совнадающиии. 

Обыкновевио отношене # къ +! не увеличивается неопредёленио 

при #=0, когда контакть порядка в, и отр8вокъ , вли /(х--Я) — 9 (2-1), 

между двумя вривынн есть произведение #"+1 на какую-либо фунещю 4(#), 

которая въ предёхь #=0 остается конечною и не уничтожается. Та- 
кимъ образомъ при вефхь (малыхъ или большихе) значеняхь д, сдф- 

лавшагося теперь независинымь перенфннымь, возьмемь й == 1” +1); 
тогда ордяната одной изъ кривыхь, АВ напр., выразится черезъ 

ею. 

Назовехь, съ одной стороны, черезъ 25, &,, &3,..., а, в-Н1 очень 
малыхь независиныхь параметровъ, стремящихся къ нулю, а съ другой 

стороны — черезь Ф(х--№), 2) функц перенфиной формы, стре- 
мащяся въ ф(х-- 2), 9(®), когда гы — въ нулю; вел дотые этого два 
значеня (т --й), фе НЮ -- Уф) вавихъ-лабо орзинать (2-1), 
Ие--в) давныхь кривыхь АО, АВ яВлаютсн предфлами выражений 

4) Фе- а Фе 6-0 —в®Ы—в)..®— ДТ. 

Предетавиыь себ, что ностроены дз перемённыя вривыя, орди- 
ватами воторыхь служать выражена (4), а предфлами — ‘очевидно, дз 

данных вривыя АС, АВ. Такъ какъ послфдЙ члеяъ въ (4) уничто- 
жается прий == 2, = 2,,=52,,...,=22„, То вторая нзз этих перемфнныхь 
вривыхь будетъ имфть свои точки, соотвЗтетвующия абециесань х-+- 1, 

очень мало отличающимся отъ г, #--2, 2--2,...5-Н в», 06- 

щими еъ первой изъ этахь двухъ вривыхь; но ихъ отклоненя, опре- 
дфаненыя производными {4)-аго по отношению къ #, будуть тВмъ ие менёе 

различалься во вебхь оэтихь общихь точкахь, которыя будуть тавимъ 
образомъ точками пересчета, Итавъ, 00% кривыя, налодяиияся въ кон- 
зпактнь порядка в, суть соотвътетеенные предльвы перемпиныхь кривыхь, 

которыл взаимно мересткаются` в» в --1 произвольно расположенныхь 
на очень маломь протяжение точках, которыя стремятся соединиться 

6» одну только, именно въ точку хонтакта порядка т, равнозначащую 
я -НЕ общимь безконечно-солъднить точкам. 

Обратно, коза деф перемьнния кривыл, инпюция для своить орди- 
ната, какь предыдуиёя, функши ЕР(х), Ф(т) абециссы, безпрерывныя и 

илмьющея безярермеными свои производных п перемть порядковь, яред- 

ставляють п--1 общить точень, стуемяшился совпасть вз одной 
только, — то ить сотеьтственыые предилы, уравнешя которыхь я 
лозьму въ видВ у==/(), У==(т), имъють в5 этой вдинственной 
точжь контакта, вообще, порядка т. ДЕйствительно, есни разсемотрать 
при каждой збециссв х взаниный отрёзокь #2 (2) — $(=} между 
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двума перемфиныин хривыни, преднолагаемыми очень сосфдаямя съ ахъ 
предфлами, то мы увидамъ, что этоть отрёзокъ уничтожается во уезо- 
эю в-Н1 разъ на очень малом протажени: отсюда слфлуеть, по тео- 

рем® Ролля (стр. 31), что его первая производная #2) — Ф/(х) уничто- 
вается по крайней мфрф п разъ, егб вторая производная (=) — $*(=), 

по крайней м%рё, »—1 разь и т.д. до #’оё производной, которая 

уничтожается, по крайней мёрё, одияъ розъ. Итавкъ въ предфл®, гдЪ 

все разематриваеное протнжеше обращается въ точку, во гд по усхо- 

вю функщн Р(2), $(®), едблавшйея /(2), $(#), не перестають быть 
безпрерывнымн еъ своими ® первыхя провзводныхе, #--1 разностей 

7@)—9), М 90), ..., Га) — 9% Ца) суть пуда въ общей 
точк®; а ото внохив позволяеть написать и--1 первыхь изъ соотно- 
шенй (3). Что же касается до (в--2)-го, составлающаго неравенство 

Ао) ба) 5 0, то можно предположить, что оно само носеб% вфрно 

въ виду рдкости уничтоженя такой величины, какъ /® +12) — 9—5 (+), 

если ничто ве заставлиеть приводять ее въ нулю. Если бы однако ототь 
совершенио пеключительный случай и произошель, то порядокъ кон- 
танта превосходиль бы я-ый. 

118. — Порядокъ контактя не зависить отъ выбора овей. 

Тавь какъ двф данных лини, находяцуяся ВЪ контякРВ норядва я, 

суть предвлы извёстныхь перемённыхь кривыхь, ®--1 точка нерес$- 

чевя которыхь стремятся къ совладеню, и хакх какъ этя предёлы 
двухъ крявыхъ, пересзкающихея поелвдовательно # -{-1 разъ, кавово бы 

ли было ихъ ноложеше относительно осей, подф единетвенныхь усло- 
вемъ, что ордниаты Е 2), Ф(х} образуеть дв безпрерывныя фунёшин, 
иифюпя я тедже безпрерывныхь фувкдй, — тв порядохь контакта не 
зависить оть выбора осей или составалеть особенность, присушую 

‘искючительно системь двухь кривыть. На самом дфлВ ототъ порядокъ 
ке можегь сдфлалься выше и-вго по отпошешю къ извфстныхь осамь, 
считвемымь въ данную минуту за первоначальных оси 2”овъ и у’овъ, 
безъ того, чтобы велбдетве этого же онъ не получиль этого ббльшаго 

зваченя во вефхь прочижь системахь осей. Точно такъ же мы нашяя 
{№№ 60 и 57), что вругъ-васательный въ точЕВ кривой остается тЬжъ же 
самыыъ, когда расположене осей мняется; аналогичный фавтъ будетьоче- 

зиденъ для касательной, простого предложения безкопечно-малой хорды. 

Но иногда по причин увазаннаго условя слёдуеть избЪгать брать 
за ось ординаты параллель къ общей касательной, проходящей черезъ А 

(Е. 19); это, дЖлая въ соотношеняхь (3) 5’, У’, & также слёдующя 
производных у”, У”,..., безконечнымя, укичтожило бы все обознаёее, 
приноровленное въ этомъ усхошянь (3). Оъ тавой осью у’овъ перемфи- 
выя кривыя, предфлами которыхь будуть АВ и АС, — очавид Но, (если 
предзлы, вакъ мы и преднолатали, сосфдни) пересфкались-бы 8ъ из. 
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скодькихь мфетахь, очень близкихь къ „4, извфотными орданатами и 

въ одномъ только пли ни въ одном остальными; велфлетв!о этого орди- 

наты ме устанавливали бы, вакъ ны допускали ври доказательств®, двухь 

единственныхь п безпрерыввыхь сер эпаченй Р(+), Ф(=). 
Предыдущия разсуждешн, нёскольво сумиированиыя, могуть быть 

выражены въ свонхъ результатахь, касающихея устойчивости порядка 
хонтактовь, очень простызь геометрическиыь построешемь. Вояьмемъ 

на 6. 19 да новыя оси 0,7, Ошу,, по отношению въ которымь дв 
координаты общей точки А будуть 2.=0,Р, и==2Р,4; постровыъ 
при дуг8 АВ одной изъ кривыхъ новое увеличене #, = Р,Ф, абециссы 
и новы отрёзовъ = ВС, между дума лишный 2В, АС. Вообще 
06% оса Оу, Оу, ордишать нифють направлевше, отличающееся оть на- 

правления общей касательной, проходящей въ А къ обфимъ крявычъ, 

п сабдовательно оть направленя двух хордъ АВ, ССь, безнонечво- 
малыхь или очень сосзднакъ съ своинъ предфаомь (при №-==0}, совна- 

дающимь въ 4 съ общей касательной. Итавъ съ одной стороны хорда АВ, 

соединяющая подъ конечными углами иля двЪ параллели АР н 3%, 

пли хвф параллели АР, и ВО,, очевидно, —— одного х того же норядка 
еъ прамыми РО или } и 2,0, наи №, которыя тоже похъ конечныма 
углеми соединають ту п другую снстену этвхъ параллелей; волёдотые 

этого #, можетх быть сравниваемв съ # вле равняется произведеню `& 
на извфотное число 4%, ие стремящееся къ нулю и къ безколечности; 

сь другой стороны отвошеше двухь отрёзковь Во =, и ВС=Ё 
въ треугольник ВОС, есть отношен!е сивусовъ протаволежащихь 
угаовф Сп С;, синусовъ замВтной величины, такъ какъ хорда СС, не 

стремится по направлению совпасть съ параллелями ВС, ВС, ЕЪ осянъ 
От, Оу, ординать: слфдовательно отношене #’а въ Ё есть изв стное, 
конечное, какъ п а, число $. А такъ кавъ мы пмвекь #, = 01, Ё 

., И ЗВ 
т’ соотяфтетвенно равпых оъовра ред’ Ва 
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зъ одно и то же время, кавкъ эти послёдыя. А это позволяеть скз- 

зать, что контакть облзатедьно достигаеть одного в того же порждка 
зъ обонхъ случаяхь. 

М 
то отнощенн ‚ х' я 
могурая быть сравнизаемыми съ безконечно-махы или ить 

114. — Контакты четнаго порядка и контакты нечетнаго порядка. 

Наконець контакты нечетнаго порядка отличаются отЪ контатозъ 
четнаго порядка важной особенностью: тогда вакъ однВ кривыя ва- 

<аются не перекрещивансь (контакть нечетнаго порндка), друМя пере- 

сВваютея и находятся въ коптактахь четнаго порядка, какь это можно 
видфть въ обывновенномъ случа иростого переспченя, который можно, 

даа обобщен, уподобить контавту чешнаю порадка в—0. Это раз- 

личе вытекаеть нэ того, что поряхоЕъ контакта — одинъ и тоть же 
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при двухъ кривыхь, казъ и при двухъ Фунющихь у==/(2), У==$(5), 

змражающихь пхъ ордонаты, и изъ того, что (стр. 150) та изъ двух 
фупвц, которая была ббльшей при малыхь отрицательныхь значе- 

нтахь а, остается опять ббльшей или дфлается, наобороть, невьшей 

при малыхь подожательныхь значешнхь {^а, смотря но тому, будеть ля 
порядокъ печетный пли четвый. Та пзъ двухь кривыхь, воторая хо 

прабымя въ общую точку находилаеь внерху другой нла на сторонВ 

З^овъ, положительныхь относительно ея, остается поэтому опать вверху 
послё этой точки въ пераомф случа и переходить зниаъ, на сторову 

отрицательвыхь у’овъ, во вгоромъ. Прибавимь, что когда порядокъ — 

ночетный, то вышеупомниутая изъ двухъ фунетй или изъ двухъ орду- 

нать есть наибольшая во всемь сосфдета® съ точкой контакта, и (®--1) 

проязводная этой функдш, У--0 ная УФ О, по отвотению къ абсцисс, 
есть тедже нанбольшая въ этой точкВ, какъ мы видёли па стр. 149, гдЪ 

разность 3(#) между разематриваемой ордипатой п другой ныфеть звакъ, 

какой стовть при А“ ре-О (Л), п ваолнв похожительна тогда. 
Разематризаемов разлач{е вытеваеть еще изъ того, что дв данных кри- 

зня, паходятинся въ контакт порядка и, не могутъ замтамиъ образом 
образовать какой-либо отрёзокъ между двумя перемёниыми кравыма, пре- 
дфавными положешини которыхъ онф служат н которыя сами из замфт- 

ныхь разстояшяхь одиа отъ другой какъ до, такъ в посл нересфченя 

состоатъ изъ п -- 1 точекъ пересфченя, расположенныхь на безконечно- 

малом протяжени. Когда и нечетно, то число и --1 пересвченЁ четво 
ц каждая изъ двухь крявыхь, пересфкакицая съ обфихь сторояъ другую 

одинаковое чясло разъ, находится по отношению къ ней, на замётиомъ 
тазетовнт, ва той ше самой стороп®, гдЪ она была до нервой вотрфчи, 

поэтому ихъ предзлы, ндуше на безвонечно-маломъ разстоян?я отъ нихъ, 

не могуть нерестать быть зсецфло ва той же самой сторонВ другого 

вЪ сосвдетвв съ точкой контакта, гдф они заставять всё эти пересёчена 

совивоть; елфдовательно тавн вривыя не пересВвутся. Обратное будетъ 
тогда, когда в четно: посл в--1 пересВчен, тогда въ печетномь 

числ, каждая кривая по откошево въ другой будеть уже па той сто- 
ронё, гдё ея не было до ветрЁчи; мы получимъ въ кониВ концов 

поресфченще, существующее въ двухъ предфльныхь кравыхь. 

115. — Кривыя-насательныя; ихъ польза. 

Везьмемь какую-либо врявую у==/(х} и резсмотрамь въ вя плос- 

воети еще перем нную хнн!юЮ опред®ленваго вада пяя представляющуюся 

уравнешемь формы ф(х, у, в, 5, ©,...) ==0 съ я-Н1 веопредфлеяными 

параметрами а, Ь, с,..., ивжою была бы ванр. подвижная прамзя, вы- 

ражающиелен соотвошенемъ у —- ах — &==0, кругь произвольнаго распо- 

ложешя и величины, ныфющей пря пряхоугольныхь коорданатахь урёв- 

нещемъ (д — а)*--(у—5)*— 0, навонедь, чтобы перейти въ мезфе 
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простымь вривымъ, самая общал коника, выражающелся соотношешемь 
ву? -- ау -- с -- ду-- ег —1==0. Но можно между вебми этими не- 
ремъиными кривыми ф(т, у, @, 6, ©,...) -=0 выбрать такую, которая 
при данной абсцисс х представхяеть наиболВе возвышенный кОНТектЪ 

съ неподвижной кривой у={(2); для этого достаточно, чтобы нара- 

метры 4, 5, с,... удовлетворяли условя (3) такого контакта, чтф долу- 

читен, если мы будемь, ириравнивать сначала въ /(2) при озваченномь 

значени 2”а выражене у’а, которое дается уравнененъ ф(7, у, <,5,с,. 

затБиъ въ /(я) — первую производвую этого выражешя, нъ /*(2} — вто" 

рую и т. д. Такъ какъ надо будеть брль в--1 уравненй для опре- 
дфлевя я--1 невзвфетныхь а, $, 6,..., То *ая производная, у, 

будеть послфдней, которую будуть приравнивать въ кривой у=7(2) 

и въ перенфнной лиши, для того, чтобы сдфлать эту послёдиюю не- 
подвижной, велВдетве чего контавть достигаеть #’аго порядка. Но 

вообще онъ не будеть превосходать этоть порядокъ; дёйствательно 

весьма рёдкое совпадев!е могло бы одно безъ всчкато другого дйства 

произвести сослв®тственное равенство, въ обфихь кривыхъ, одной или, 
уВмь болфе, нфекольвихь сдВдующихь производныхь. 

Частная линя (т, у, а, 6, с,...)==0, которая имфеть нъ (х, у) 
нанболВе тёсный коптакть съ давной у—/(х), называется кривой-ка- 

<алтельной въ этой кривой въ разематриваемой точВ (х, у). Она иметь 

слфдовательно сходство съ тёмъ, что мы опредёлиля кругомъ-васатель- 
нымъ, который, яЪйствительно, инфеть св вривой у =-/(+) три безконечно- 
соеёднйя, насколько это возможно или нужно для опредфлея окруж- 
ности, общёя точки; это дало намъ гри одвнаковыхь въ круг и кривой 
значеня у, у’, у". Что касается до прамой-касательной, то двухь то- 
чевкъ достаточно для опредФлешя ел, ночему оня и будеть ничбиъ 

друсимъ, кавв продолжешемь безконечно-малой хорды, т.-е. касатель- 

дою, тажь что въ ней и вЪ кривой можно приравнивать тодьво орди- 
валу у я отклонен у’. 

Когда же разенатривають фувищю только въ сосфдетвЪ одного взъ 
зя значений, то сера Тойлора поззодаеть прибдизительно представить 
ее, какъ бы сложна она ни была, въ вид простого полинома степени 
тёмь меньшней, ч®мъ меньше требуемое приближене; поэтому, если дается 

сложная кривая, изъ которой будуть пользоваться только довольно-малой 

дугой въ 06% стороны оть извфетной точки, то етроать въ этой точ 
или замфняють эту лугу либо ея прамой-васательной, либо ел кругомъ- 
касательнымь е4с., смотря по тому, допускаеть ди природа, вопроса между 
СЛОЖНОЙ п истинной кривой и боле или менфе простой хишей, дояжен- 

ствующей ее замВнить, отрёзки # второго порядка малости, или только 

третьято, х т. д. но отношению къ разстоянию до точки контакта, от- 

уёзжи, сравнинаеные съ №^+1, вотда Я есть порядок 1, 2,4... проие- 

ходящаго коятакта, & »-- есть порздовъ 2, 3, 5,... различныхь пара- 
метровъ, входящихь въ уравнеше нли прямой, нля окружности, или 
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хонвки, еж. Отеюда ножно видёть, кавъ полезны могутъ быть кривыя- 
васательных н какова важность ихь отярытя, сдфланнаго Лейбницемт, 

оторый указаль на принфневе вруга-касательнато. 

116. — Отвошен! кривой къ ея прямымъ-касательныйъ: выпуклоеть, 

вогнутость и перегибы этой кривой, 

Пусть снова у = /(=) будеть уравнешенъ данной кривой, отнесевиой 
ЕЪ ЕвкОй-дибо систем праямоугольныхь осей; назовемь черезъ 2, у, 
водвижныя координаты, по отношению къ этамъ же осамъ, ея каса- 
тельной вхли прамой-каезтельной для того, чтобы не смфшивать ихъ 

съ коордиватами х, у точки контакта. Тавъ какъ прямая имфеть ура- 
знешемт у ==ах,-НЬ, то ея ордината у, имфеть для первой произвох-. 
вой а, & для веёхъ сябдующихь нуль. Двё параметра слёдовательно 
опредфляются такижъ образомъ, что при значени 2, = т абецисвы зы 

ражене ат, + В ординаты равно у нда /(х), а его произвохиан в==у” 

или {’(+). А это даеть два соотношешя а-=у’, ав-Н==у, которых, 
рЬшенныя но а, Б, сдвлаютея а=у’, ф=-у— ух и изыЪнать урав- 
нее у, = ал, $ прамой въ ураннене касательной 

= +9 — Уз она ууу — 
Вторая производная ордннаты въ точкВ контакта есть въ прямой 

нуль, а въ привой у” или /”(х), количество, вообще разнящееся отъ 

нула, Контавть позтому не превосходить первый порздовъ, кАЕЪ это и 
было ввдно, и токъ как искомый порядовъ — нечетный, 10 дв лиши 

касаются, не перепрещиваяеь. Та же изъ двухъ, которая имфегь свою 

вторую производную ординаты, нуль или Г’(®), въ эгой точк№ язиболь- 

шею, раеподожена по отношению къ другой, в® соеЪдетв® съ точкой 

контакта, па сторон® положительныхь у’овъ. Поэтому въ ибстахь, у: 

имзють у” или /”(2) бодьше пуля, какъ это происходить напр. въ м 

А. И, НЕНАШЕВА. 13 
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вх АВ АВ, врнвая по отношению къ своей каснтедьной 7% лежать на 
сторон положительныхь у’овь (или на сторон паранлели Му’ въ 0у), 
имфя слёловательно свою впадину съ этой стороны, в свою вывуклость 

съ протввоположной стороны отрицательныхь у’овъ: тогда говорять, что 
она обращаеть свою возмумюсть къ пох — нымъ у‘анъ, а свою выпух- 
довть въ отр — нымъ у’амъ. Въ мЪстахъ, гл кывють напротив у” пли 
{['=) <0, вавъ въ М’, кривая находитея внизу своей касательной или, 

относительно вя, на сторон отр — ныхъ у’овъ и обращаеть выпукхость 
въ эту огорову, & вымуклость въ сторону пол — ныхъ у’овъ. 

Остветея исключительный случай, когда вторая производная /*(2), 
предиолагаемая безпрерывною функшя 2`а, уничтожается пря давной 

абециесв т, Тогда эта производная иметь одно и то же нулевое зна- 

чеше кзкъ въ кривой, такъ и въ прямой, почему контакть дёлаетен 

зысшаго, чёмъ первый, порядёа, т.-е. вообще второго; дВйствательно 

вадо было бы им#ть совершенно особенных обетоятельетва для того, 
чтобы слёдующая производная {””(2) уничтожалась въ кривой, каиъ 

это происходнть въ праной, я именно въ тоть мощенть, когда уже 
уничтожается вторая производная /”(2). Такимъ образомь въ точкахъ, 

гдф /"(т) =0, вривал обыкновенно иметь съ своей касательной ков- 
такт вторато порядка и, тавъ какъ это — четный порадокь, то дв 
лвнш пересфкаются: кривая пересюкается с0ею касательной. Это 

происходить въ дуг АВ въ точкЪ ЛИ”, тдВ касательной служить 7”. 
Подобныя точки называются точнани переиба по причин® взызнешя 
емысла [происходящего со знакомъь прн /”(2)], которое испытывает 

зогкутость, вездВ противоположная призежащей восательной и сяёдо- 
вательно направляющанся въ равных стороны при двухь дугахъ М7 

и М”, прилеващихь соотвтетвенно къ двумъ огрёзкамь МТ и 11" 
касательной. Говорять еще, что здёсь кривизна изыёняеть смыслъ, 

чтобы выразать внезапное неремщен!е центра зруга-касательнаго, оче- 
видно располагающагося всегда на сторон вогнутости и пересвакиваю- 
щаго слфдовалельно, если строить его послёдовательно по различнымь 
точкамъ кривой оть 1 5Ъ $, въ моменть нахождешя въ М” изъ одной 

части плоскоети, раздфленной Ернвой АВ, въ другую. 

“Иногда случается, что у”, не будучи безирерывной, изиЗняеть 
зиакъ, не только не уничтожедсь, но дълаясь даже безвонечной. Тогда 

опять происходить меренибь т,-е. изыблеве смысла вогнутости ©ъ пере- 

сФчещемъ кривой ен касательною; вконтакть этихъ двухъ лин не 60- 

ле, очевидно, второго порядеа. Вслёдстве быстроты поворачивая 
касательной отъ одной точки до саёдующей (быстроты но отношеню 

къ производной у” отклонешя у’) радрусь круга уннатожается, почему 
его цеятрф переходить безпрерывно съ одной стороны кривой на другую. 

Исключая такой особенный случай и тё рёдые снучаи, когде у” 

уничтожается безь изивненя знака, мы будемь имфть, что точки нере- 

тиба не отличаются оть тфхъ, ид касательная, которую можно принять 
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за пругь безконечнаго радлуса, предотавхяеть, кавъ круги-касательные, 
контажть второго порядка съ вривой, т.-е. три безконезно-сос®дня 

общёя точки или одн п тв же послфдовательныя значения уу, у’, у”, 
и лёлается въ одно то же время и хругомъ-касательнымь и прямой- 

касалезьной. Въ другахь сдовахъ это — точви, гл ращусь круга-каса- 

тельнаго дфлается безконечнымь. Наконець это можно видёть изъ того, 
что уравнене у”==0, написанное въ вид 4у’—0, выражаеть, при 
безконечно-малыхь почти второго порядке, одинаковость отвловеня 
(которое опредзляеть у’) при двухь кондахь элементарной дуги 4 иля 
уничтожено изыфненя напразлешя касательной на этохъ протяжени; 

очевидно этого не можеть быть въ круг%, пока его рад1усь — конеченъ. 

119*. — Точки поворота*). 

Здфеь нямъ достаточно сказать, что иногда кривая рёзко изив- 
няеть направлеще м что точка, тд ото происходить, называется эюч- 
кой позорота, если это изиввене равно хвумъ прямымъ (угламъ), и 

злловой, когда оно отличается оть двухъ прямыхъ. 

*) Желающихь озпакомиться с другими особеяныны зилими илоокостиыхь кри 
выхь прошу обратоткя къ „Призоженикь“ нь тхавф ГХ илл ко П вот оритвяала. 

13° 



ГЛАВА Х. 

О нругБ-касательномъ, о кривизнф и эволютб плоскостныхь 
кривыхь; “тесря свертывающихся лин. 

125. — Общее разсмотр$ не круга-касательнаго къ плоекоетной 

у кривой, 

Начнемь эту главу съ раземотрьеи круге кесалельнаго къ нхос- 
коствымь кривынт, который посл обывновенной касательной служить 

какъ бы частнымъ, но наиболфе важнымъ случаемь ливйЙ касательныхъ. 
Назовень черезъь сну его подвижныя координаты но отнощеню 5Ъ си- 
стемв ярямоузольныхь осей, черезь 2, у) — координаты его центра и 
черезъь Е — его ращусь. Ехо уразненю будетъ: 

а) фи ий а. 

Продифференцируемь его два раза, принимая абециесу х за неза- 

висаное перемфниое. Если мы уничтожниь изъ результатовь общего 
множителя 2 и если замётячъ при второмь дифференцировани, что 
въ членф (у—у,)у’, получающемся оть перваго даффендирозаня, два 

множителя у, У’ инфють соотв тетвевно производными у’, у”, то 
мы будемь имёть для вычисленя отихь двухь первыхь производных 
па въ круг: 

(2) эфф, пни -фа"=0. 

Но замфтимъ, что при абециее®, обозначенной черезь т, намь даютъ по 

‘уеловю ординаху у, тождествевную ординать /(2) кривой, и стольво же 
посяфдовательныхь производныхь у’; у”,..., сколько ны можемь взять 

соотвфтственно равныхь виъ /”(2), /”(2),...; веяфдетве чего иеизвЪет- 

ными количествами, входящими въ три уравиевя (1) и (2), оотанутен 
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ивраметры въ томъ же числ ,, и,, Е, опредвляюще кругъ. Посдёдиее 
{2) дВлаегь изафотвымь у — у,, в сх доволельно и у, ; затВыъ подстановка 
значеыя у- у, въ первое (2) дветь точно такъ же тб вн 2, 
я выражена, тавныъ образомъ найденных хля 2—2, и у-—у,, изи#- 
ннють, чорезь извлечеше квадратнаго корня, гдё мы можемъ, пря- 
дать радусу В знакъ у’а, уравцеше (1) въ 

(3) 

Таково вырежене радуса Е вруга-касательнаго. 
Соотношеше (3), простое соединен (1) п (2), удовлетворяетен во 

вефхь точкахь круга, когда у’ и У” получають свои значеня, соотв®т- 
ствующя этой кривой я перемёняющеся съ х: въ другнхь словах, 
это есть дяфферевщальное уравнене второго порядка, общее вофиъ 

кругамъ одного и того же радуся. Изъ этого слёдуеть, что въ послёд- 
нихъ значешя слёдующихь произяодныхъ, и”, /У,... будуть получаться, 
но шеланю, пхи посредством дифференцированя второго уравнения (2), 

вли поеродствомь дафференцированя соотлошеня (3), т.е. отъ при- 

равнеея #ъ нулю послфдоватедьныхь производныхь выражения (3) '%. 

Такимъ образомъ, уравненйя, отвудв получатся эти производныя у)”, у... 
въ кругё, могуть быть написаны въ видв 

ЧЕ ры 
4 4 

(46) 

Но, опредфланъ центрь (^,, 2) в радусь Я вруга-касательнаго въ 

(„, у) въ кравой у-=Г(2), вы должвы поискать, кавимь образом 
ны узнаемь въ каждомь случаВ точный порядокъь контакта круга съ 

кривой, или какова будеть, слфдовательно, первая изъ производныхь 

оть у, начиная съ у”’, различающанся при этнхъ двухь лишяхь 2Ъ 
данной точь (2, и). Вообще, это будетъ третья проозводная у”, тавъ 
хавкъ некакое расположеше не можеть быть взято для проязводной, 

которая получила бы въ круг такое значене }”\2), какое она нибеть 

въ кривой. Но велн вдоль этой послфдней существують кавя-лабо 

точки (т, у), ГАВ производная /”^(л) дфлается такой же, кавъ и въ кругВ, 

то, очевидно, мы пыйдемъ волёдетые этого въ тоху, что зъ первожъ (4) 

уразненн первая часть, которая есть извфетное выражене по и’, и", у", 
будет нулемъ кавъ въ кривой, тажъ п въ круг. Иначе говоря, вырё- 
жене В въ зндё функщин а’а, зычисляемое въ кривой по формул (3), 
будеть нызть въ отихъ исключительныхь точвахь свою первую произ- 

водную нулемь. А въ тхъ же самыхь точввжь (х, у) четвертых про- 

язводных у" будуть опять разными въ круг и въ кривой пра необ- 
ходимомъ и достаточномь условшн, что второе соотвошеше (4) будеть 
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удовлетвораться въ кривой. Очевидно, то же самое будеть и ©Ъ слё- 
дующики производными. 

Но подобный еовпаденя будуть происходить только въ крайне рёд- 

кихь случаяхь, хакь что можно ограничиться первымъ соотнощешемъ 

(4), выражающимь обыкновенно, согласно съ принлиномъ Фермате, что В 
досгигаеть макеннальнаго пли минимальнаго значешя въ разсматри- 
заемой точк®. Итакъ, вообще, комтакть кривой сь ея круюмз-касвтель- 
нымь — второюнорядка вдоль кривой м третья вь точкахь, 1дъ радёусь 

этою круб дълается или бдлмиинь или мевьшимь, чъмь 60 зелкомь 

саеъдотвь. 

Отсюда слфдуеть, что, за исвлючешенъ этихъ рёдкихь точекъ, 
контактъ есть чехнато порядка, я что кругъ нересфкаеть кривую, какъ 
мы можемъ видфть на фягур (65. 21}. Но для всакаго другого круга, 

имфющаго въ 1 (2, У) такую же касательную ЛГТ, что н крявал, Бон- 
такть будеть (въ виду различнато значешя у”’а) только перваго порядка» 

или не будеть сопровождаться перзефчешенмъ. 

Такинъ образомъ, можно, вообще, заетавить проходить черезь данную 

почку кривой круш, и злолько одинь, который въ одно время касалел бы 
# переспжаль бы ее: это круп-каватетный. Но онъ перестанеть пере- 

съкать кривую въ точкать, дь радёусь дълается пщайтит’омь или ий 
зтит’оно; Еронф того веть еще боле продолжительный воптавть съ 

ней, именно, когда она гораздо ближе, г.-е. па ббльшомъ разстояша, 
чвыъ раньше, походить на кругъ. Вечкая вершина кривой или вовець 
оси симыетраи находится (исключан случай прерывностя) въ числ этихъ 

неключительныхь точевъ; дёйствительно яено, съ одной стороны, зто 
ращусь В, принимающйй одни и тВ же значешя съ объихь сторент, 

сдвлается зд®еь шахииоп’омъ или пидилиш’онъ; съ другой стороны, 
что вены кругф, касающийся здесь съ кривой, инфеть тавую же ось 
симметрии, что и она, я не можеть перес®кать кривую, 

Чтобы построить кругь-касательный къ вакой-хябо точкВ 2/(2, у) 

данной кривой АВ, достаточно бу. 

деть провести сначала васательную 
р: МТ, которая равнымъ образонъ бу- 

деть и ёго касательной, и отложить 
на нормали или на соотвфтетвую- 

щемъ перпендикулярв МО’ радусь 
МС= В, вычисленяый по формул 

(3), нроводи его на той сторон (ка- 

сательной), которая образуеть съ на- 

9 = —— ‘радлелью Му’ въ оси: положитель- 

в. 21. ныхь /Уовъ острый вали тупой уголь, 
скотря по тому, вогнутость кривой 

и, сл довательно, круга обращена лн къ положительнымь или отрацатель- 
ныиъ у’амь, т.-е, емотря по тону, имфеть ли знаць -- иди — производ- 

р. 



— 19 — 

вая у”, общан кривой п кругу. Тотъ или другой елучай будетъ укавы- 

заться однинь и тёиъ же знакомъ ражуса Я и у”, когда случится, как 
жы и дёзали, брать положительнымь въ выражение (3) №’а радвкаль, 

находацийся въ числителВ. Центръ С(х, у), таклмъ образонь, найхень, 
зетветея описать только кругь радуоонъ СЕ. 

Значене (3) Н’& умроствтся, вели ввести вормаль № въ кривой, 
проходящую отъ точки Л/(2, у) до встрёчи съ осью абецисеь х., Мы 

получили (етр. 130) для ея вырашешя + УУ1--у%, велёдстые отого 
радикаль /1-- 7” будеть предетавлать отвошене №'а къ у, если влу- 

чится придать вормали № такой знакъ, что и ордвват у. И формула 

(8) сдфлается 
з 

О р 

126.— Геометричеекое опредфлеше центра этого круга. 

Но обратимся снова въ системё уравненй (2), которыя, еели при- 

вать 38 2, у, У’, у" количества, отнесенных въ данной точкВ М (2, у) 
кривой у=!(2), — служили намъ для опредфдешя центра (2, у) 

Еруга; и поищемь ихь геометрическое представлев!е. Приночнинъ, 
что второе изъ этихь уравнены, по ©№0собу, которымь оно выведено 

поередствемъ дифференцированя изъ перваго, будеть инфть з& пер- 
зую часть (при безвонечно малыхь почти второго порядка), вели 
умножать его на 42, такое же увелючене, какое получаеть первая 
часть 'нерваго уравнения (2), когда 2, у и у’ увеличиваются соотвёт- 

ственно на 4х, у’4т, у’4" пхи еще ва дифференщалы й", ду, ау’, 

относщеся къ переходу оть тозки М кривой (нижеприлеженная фи- 
гура) къ безвовечно-сосфдней точкВ ЛМ’. Тавижъ образомъ, второе 
уравнение (2), умноженное на 42 и сложенное еъ первымъ, даеть, чтобы. 

занять въ светем% ыёето второго (2), новое уравнев, отличающееся оть. 

перваго (2) только подстановкой на мФето координать 2, у точки М и 

соотвётствующаго углового козффищента у’ касательной аналогичныхь 

количествь 2-- 2, у-- ау, у’- ау’, относящиахен въ М’. Поэтому 

система (2) равнозначаща уранвеняиь одной и той же формы 

{6 2—2 -+®-и=0, г-н — му ид’--а) 0, 

ззатымъ въ предёлв, гдё члевы порядка 41% препебрегаются тъ срав- 

нени съ члевами порндка @»’а, которыя сохравяются. Но раземат- 

рявая неизвзетныя 2) и у, кажь подвнжвыя координаты, мы узнаем 

зь пергомъ (6) классическое ураввеве нормали, проходащей къ ври- 

26й въ М*). Таканъ обрезомъ, это уравиен!е выражаетьъ, что центр ^ 

>) Это ножно вызбть явь тото, что паоатольная п нормаль, ироволошиыя вк точеё 
Мы, 3) къ кривой въ то зо время, таь в маралаеть хр позодитозьвыть т’ань и 
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(=,, 3.) вруга-касвлельнаго принадаежить норхалн ИМ. Но второе {6) 

есть также уравнеше норнали ММ, проходнщей въ сяфкующей 

точкВ М” кривой, гдё х, у, у’дВлаются 2-54, у ау, у'-- 4’; в 
это уравнене озкачаеть, что центрь (2,, /,) одяпаково принадлежать 
и второй нормааи. Поэтолу очъ расположен» въ ихъ пересфчени С, 

т.-е. въ предфльномъ положещи точкя, гдё нормаль ММ пересъкается 
восфдией вормалью ЛМ’М№’, неопредфленно прибляженной къ ней. Си- 

стема (2), въ которую обратится тогда (6), доказываеть спразедяяво, 

что этоть предфль существуеть иди виохнф опредёлнехъ, 
Такаиъ образомъ, центуь круи-касательнаю нажодитея на пере- 

спеши двуть нормалей, проходящихь къ кривой, одна въ точкь касамя, 

думая вз безконечно-сосъдней съ ней точит. 

127. — 0бъ угя$ смежноети, 

Уголь МОМ’ двухь бозвонечно сосфднихь норжалей` МУ и ММ’ 
называется умомь смежности отрЁзанной дуги ММ’ 4. Мы будемъ 

представлять его черезь 48. Онъ равняется углу ТАТ’ между двумя 
соотв тствующими касательвыми 1/7”, МТ, безкопечно-малому, кавъ 
оНЪ самъ, равняется потому, что послёдиЙ нибетъ свои сторовы цер- 

пендихулярными #ъ сторопамъ перваго. Его обыкновенно строятъ въ непо- 
движной точк», въ началь О напр., проводя подвижную пряную 0+, во- 

стояино параллельную направлен ю 
МТ, берущенуся въ каждов игно- 

веше въ точкВ М, описывающей 

кривую. Эта прямая занимаеть 

два подожешя ОЁи ОГ, парал- 
лельныя МТ и М'Т’, когда двн- 
жущаясн точка находится соот. 

вЪтствелно въ М в 41; и угозъ 
ОР, на который поворачивается 
эта прячея при переходВ изъ од- 

= ного положешя въ другое, оче- 
видно, равенъ ГАЛ” и, слёдова- 
тельно, есть уголь смежности. 

Можно видЪть, что овъ измфряеть измвиеше, получаехое направленемь 
касательной или кривой на протяжени соотвЪтетвующей дуги @8. 

со стороны этихь посльднихь, образують сь обфихь еторонь этой зараллоли веаимио- 
дополиитежьные острые углы; вел®дотьЮ этого дхь откхолоны, тапгёном этих угловъ 

> в крохВ того обрытныхь знаком, иыбють ддя произведешя —1. Отклонешю каба- 
ии 
ее 

ъы — у’; разенотво, которое проводить къ перлёму (6). 

тельной ость у, поэтому озклонене порхати сдбазется частныхь единицы 
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Вычислвиь ео иля при помощи нормалей, идн пр помощи васа- 
чельныхь, или ихъ параллелей Ори ОР. 

Въ лервоиъ случа треугольнакъ МОМ”, образующийся двумя вор- 

маллын и безконечно-малой хордой дуги 4; даеть пропорцю этом. 

эт МОМ 
у или посль подстановви на иЪето каждаго члена другого, = ми 

яызющего съ нимъ отвошен!е, стреиящееся къ 1, 

1 а 
(1) =& 

Замфнииь здфсь А его значешень (3), 4 — черезъ УЧЙ-- ау", зыра- 
жеше, обращающееся въ ИГТ аг; тогла мы получимь искомую 
форнулу: а 

(8) 48 = ТЕ 

Но это можно найти пепосредетвеняо, если раземотрёть уголь 20%, 

дифференщаль вотораго соть 48 али #0! ==2О# — 0 получающеся 
при переход оть точки М кривой къ слдующей точвВ М’, т.-е оть 
увеличены 2 на 4х. Дёйствительно, этоть уголь 0: иыёеть дян тан- 
тенса отклонене у’ дважущейся прямой О, параллельной въ МТ; 

велёхетве этого пыЗень >01 —агс 5 у’ и, припожиная проязвохную 

оть ато, 
Е и" 

и 
4.70% вай 48 = 

Замётимь, что есля ввести въ первоначальное соотиошене (7) выра- 
жене (8) 49, полученное такимъ образомъ цепосредствеяно, и зна- 

чена, не менфе простое, УТ-+- у” 4+ элементарной дуги 43, то эта 
формуле (7) будеть легко приводяться къ выражению (8) радёуса круга- 

васалельнаго. 

128. — 0 кривизнЕ плоскоетной кризой. 

Дуга тёнъ болВе крива, т.-е. тёмь бодВе отличается оть прямой, 

ч8мь сворфе изнёняетея ея направдешще, или чЪмъ на больший уголь 4% 

смежности вращается касательная ея на бездонечно-малочь протяже- 
в 43, берущемея одинаковымь, какова бы ни была эта дуга. А тавъ 

кавъ въ данной вривой уголь снежноств, очевидно, увеличивается съ @, . 

то естественно измёрять кривизну на’ вакожь-либо протяжени тВыъ, 
чёнъ будегь угаль смежности, или изывненемъ направленя вдодь думе, 
равной вдиници, если нежду двумя точками подобной дуги ‘ото изм$- 
вене будеть происхокать чиакъ однообразно, что оно стремится быть 
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таковымь же я в0вя этого протаженя вдоль все бодже и боле уво- 

рачивакищейся дуги, яля что ово можоть считаться тековымь вдоль 
сжежной, безконечно-малой дуги @5. Въ другихъ словахъ, надо будетт, 

какъ говорать, отнесен измфневе 48 направления хз единиць дливы @9 
и взять за опредьлене кривизны элежентарной хугл @ пля даже ври- 

вой въ точкб (2, у), гд® эта куга расположена, такимь образом по- 

зученное отношене 
19 

&` 
Поэтому формула (7) показываеть, что кривизва будеть изыфрятье 

обратнымь числомъ рад1уса ПН вруга-касательнаго и что будежъ выфть 

въ виду выражешя (3) Я’а 
я 

(9) кривизна 1. - 
а“) 

Таково выражеше кризизны. Но можно было бы и предвихть этоть 
результать (9), если замфтать: 1) зто, съ одной стороны, кривизна 

кривой въ данной точк (7, у} зависить оть способа, которымъ вра- 

щаетея касательная, т.-е. не только оть отклонешя у’, ио также 
в оть его быетроты у” варировантя, и что ова (кривизна), очевидно, 

одна и та жо, какь и эти два количества у’, у”, въ кравой и ея 

иругВ-касательномь; 2) что, съ другой сторовы, въ круг®-касатель- 
номъ, гв пормаль и, слфдовательно, каеательныя пращаютен ва 
равныя количества вдоль равныхь дугь, ночему кривизна постоянна, 
или выражается отношешехь всего язмЗневшя 2л направленя при пох. 
номъ оборот къ описываемой окружности Эл; & это даеть для чвсг- 
заго обратное чиело радлуса Л. 

Такъ какъ вругъ-касательный, ведёдотые свсей однообразно-привой 

фигуры, устанавливаегь весьма асное представлене Еривизвы лия 

ВЪ ТОЧЕВ, ГДВ оНъ проходить, то этоть кругь ивзывають также пру- 

зомь кривизны, а его центръ в ражусь ночти всегда называють центром» 

и радфусомь кривизны данной лини. 

129. — Эволюта плоскостной кривой. 

Эволютой илоскостпой лины АВСОЛЕ... называютъ мЪехо ея цея- 

тровъ кривизны 4’, Б’, 0’, р’, Ё',... или, слёдовательно, мёсто по- 
слЪдовательныхь пересфченй ея нормалей. Поэтому ото — вторая ври- 

зая А’В’0’... Посмотрим» сначала, кавъ будетъ образовываться ея урав- 
нене. Уравнеше данной кривой будеть напр. Е(2,у)==0 и будеть 
доставлять поередствомъ даухь Хифференцирован! значейя у’а и у'’”& 
въ вихь функщи 2’а и у’а, поэтому точка (2,9) эволюты, соотвт- 

ствующая какой-либо (7,/) тозкВ отой кривой, будеть дана уравве- 
эвями (2), которыя соединенныя съ Е(х,У)==0, обравують снетему, 
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опредёляющую у, 1, /1 ВЪ вид фувёци 2 а. Поотому можно будеть, пред- 
полаган, что эту систему можно рёшать ио отношеню кЪ д, ву) пос 
исключен у’в, построять эволюту по точкамъ при помощи абецаесы © 
нервой кривой, абсцвесы, взятой за вспомомительное перемЪнное. Но 
лучше, если хотять разсмотрьть подробно эволюту, исЕяЮчатЬ 2 ВЪ двухь 
соотнотенихь фориы 2, == (2), у, == (#), тавинь образонъ получен- 
ныхь, или, проще, пеключить х и у 
въ трехь соотношенияхь снстемы, 5о- 9 
лучая, напр., я и у изъ двухъ уравне- 
вйй (2) въ вид функын ха п уга, ̂  
чтобы подставать ихъ значешя въ 

Е(е,у)=0. Уравневе данвой вравой 
такимъ . образомъ дасть соотношене, 
существующее между 2, и у,, т.е. 
уравнев{е эволюты. 

Если уравнене И(т, у} ==0 алге- 

бранчно, то соотвошениа (2) будуть 

‘также алгебраяческя, и, сяБдовательно, 

зытекающее изъ Е=0и (2) ва, 
из будеть не менфв алгебраично, со- о 

класно теорн исвлюченя въ азгебрав- Ти 23, 

чесвихь уравневяхъ. Поэтому, эволюиа 
алмебраической кривой есть аллебриическая кривая. 

Передъ тёмъ, кавкъ нерейта въ иримфромъ этихъ некяюченй, раз- 

снотрииъ чисто синтетичесвамъ способомъ важных обиия свойства э80- 

дюты кривой, отврытыя въ ХУП столбфи Гюбгенсомъ (Ноуделз). 

130. — Общийя свойства эволють, 

Они состоять изъ двухь главныхь, изъ которыхь первое говоратоя 
тавъ: нормали данной кривой суть касательныя къ вя эволютиь въ со- 

отоптствующихь центрать кривизны. 
Чтобы доказать это, раземотремъ сейчась не настояшую эволюту, 

но безпрерывную, т.-е. безъ угловыхь точевъ, линю, соединающую 

одно с другимъ послфдовательныя пересфченя 4’, В’, С’, 0’,... вор- 
эмалей АД’, ВВ’А’, 06'В’, РГ’С',..., проходящихь къ кривой въ точ- 

ЕВХЬ А, В, С, В, находящихся очевь блязко другь отъ друга. 

Когда эти нослВдин сближаютсн неопредёленно блязко, нормали пере- 
сфнаютея, въ виду безирерывности, нодъ ве бодёе и болфе малыми 
углами по мфр& того, кавъ онф будуть схохиться все ближе и ближе 

друг къ другу; вохфдстые этого кривая А’В’О,... будеть нифть свое от- 
влоневе постепенно нзмфняющииел, даже въ прелфаЪ, вдоль своей дугя 
и будеть допускать, но крайней м%р® до рерваго пордка, въ своизъ 
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отвошеняхь со всей неподвижной прямой, которая будеть пересфкать 

ее въ двухь все боле и болёе соебднихь точкахъ, — обывновен- 
ную теорю контактовь, дапвую па стр. 188. Каждов перосфчене, 
В’ наир., будеть нахожитвея очень близко оть центра вривизпы со- 

отвЖтетвующей точен 7 крилой, центра, вото- 

рый будеть его пред®льнымь положешемь, если 

слфдующая поривль ОС’В” неопредЪленно при- 
ближается къ ВВ’А’. СлЬдовательно эвохюта 

есть предёль перем нной кривой 4’2’С’... Но 
послёдвяя владёеть двумя точками, стремящи- 
мися сововоть я облиии съ одной кажой-либо 

яз нормалей, предположенной неподвижной, 

ВВ’А’ вапр., именно А’я В’, гдё вроне- 
ходять пересфченя ВВ’А’ съ двумя, преды- 

хущей п послфдующей, норуалями. Поэтому, 
Рю. 24. такъ хажъ два подобвыхь пересфченя дВхаютея 

въ окончательномь ввдф контактомъ перваго 
порялее (стр. 188), то предёхьная лин{я, т.-е. эволютя внолнё васа- 
техьна въ ЗВ’А въ самомь центрв круга-касательнато дин точки В 

данпой кривой. . 

Отсюда ввдио, что, сели взять на кривой я па ея эволют, дв 
соотвётетвукнщя дуги, соединяюцИя концы двухъ бевкопечно еосёднихъ 

рад1усовъ кривизны данной вровой, то уголь между этнмя двумя ралу- 

сами, вормалями въ одной пзь кривыхъ и касательными въ другой, 

будеть одинаково угломь смежности обфихь дугъ. Тажижь образоме, 

двВ соотвфхетвенныя дуга вривой н ея эволюты изЪють однъ н тоть же 
уголь снежности. 

Второе общее свойство собтонтф въ тонъ, что всякая дуза эволюты, 

моцицая быть пройденной оть одною конид 90 друзюзо мобилемь, иду- 

зцимь по направлению данной кризой, т.-е. вь направленти ся радёусовь 

кривизны, имтеть для своей длины разность между первымь изь этижь 

радусовь, выгодящимь изь точки отправленёя, и повлюднимь, выгодя- 
щимь вза точки прибытя. 

Напр., для эволюты А’С/, (68. 25) которую можно предволоветь опи- 

сываеною, оть Д’въ 0”, мобилемъ, идущвиь безъ остановки по напра- 
вленно уалуса крезязны А”А, бля ВВ, пли С’С, ®ю. данной кри- 
воН АС’, будетъ равалться полному уменьшеню А”А — 64, получаемо- 

му этвиъ радусомь кривизны оть одного конца дуги до другого. Оче- 

видно, достаточно, чтобы доказать это, нолучить, что какой.либо 01’ 
изъ безконечно-налыхь путей, прохолихыхь таквыъ образомъ послЗдо- 

валельно, ныфеть для своего значешя соотвЪтствующее ушевьшеше 

0'9— Р’Р, радусв кривазны. 
А это мовно видёль, проектируя ва первый, С’С, изъ этихъ раду- 

сов сызшавную дано. С’Т’РО, оканчивающуюся съ нниъ на однахь ° 
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и тВхЪ же концахь и образующуюся вторынъ ражусонъ Р’В, првло- 
женнымь къ двумъ еоотвётетвующиыь дугамъ (’Р’, СР, которыя эта 
радтусы отебкають на двухъ вривыхъ. Часть СР’ будетъ проектерована. 
нодъ углами, меньшими угла СЕР 49, двухь радрусовъ и, слВдова- 
тельно, въ истинную велячиву съ безконечио малыми иренебрегаемыми 
ошибками: иначе говоря, С’Р’ будеть пмфть съ своей проекщей на (’С 
отношене, стремящееся къ еданацв, и можеть замбнить ее, Что ва- 
сается до дуги ОС, то очевидно, что она, будучи проедтарована на 
свою нормаль С’О подъ углами, почти прямыми, дасть проекцию, вифю- 

щую съ ней уннчтожающееся отнопене или будеть равняться безконечно 
малой части хибо СГ’, либо даже соотвётствующей дуги С’Д’ эволюты. 
На самомъ дёлв, двЗ соотвётетвенныя конечныя и, слёдовательно, 
сравичыых дуги двухь ривыхъ, какъ напр. 40 и А’С’, получають одно 
и 10 ле неоиредфленно увелизввающееся число элементарныхь дугъ, 
такахь, какъ ОГ при одвой я С’Р’ пра другой. Поэтому, отношен:е 

ОР въ О’Р’ вообще есть порядка отношеня Аб’а къ А’СИ я, сд. 

довательно, конечно. А это вполнё позволяетъ сказать, что проевщя 

Ге’® нь С’О будеть превебрегаться передъ проекщей О’Р’”а. Остается 
вычисльть проенцю, д’ е0$ СЕР пля Р’РХ ео 48, прямолиневной 
я главной части Р’Д снбшанной лин. Замфнижъ здёсь с05 9 его 

: 99° 
зесьма сходащимся выражещемь въ видф семя 1— „= 15 которве, 

. @ 10 
въ виду безвонечно прибложенваго значены =, или тер ИАА смеж- 

1 
ностя 48, можеть быть напкеано въ видь 1—5 

р —срх. Можно видёть, что эта разность разна’1)’7), исклю- 
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чая безконечно малую часть дуги СД илн сравияваемой съ нею дуги СР’, 

часть, снова пренебрегаемую передь О’О’. Поэтому въ сумы проек- 
ця С’ сибшанной лин С’О’РС приводится къ О’О’-- О’Д иля раз- 
ность С’@ — р’Р приводится къ (С”Л’; и пред®льное отношен!е про- 

ходимой дуги (’Р’ къ одноврененному уменьшению С’С’—Г’О ражуса 
вривизвы виола равняется единице. 

Навывая черезъ №, первый радусъ кривизны, черезъ Ё -- другой 
квкой-дибо изъ этихь рашусовъ, выходялый изъ точки (2.3) эволюты, 
иаконець черезъ 5, — отеивемую дугу послбдней, мы можемь прило- 
жнть къ системВ четырехъ уравненй (1), (2) я (2, у}==0 пятое со- 

отношен!е 5, = Й, — В; в исключене напр. 2’8, у, у, В среди этихь 

элти уравпевай, всегда производимое алгебранчееки, есля Р’(, у) ееть 

Полиномь, дасть хежду 5, и 2, соотномеше формы $ (41, 51) ==0, ГВ ф 

будеть новыиъ полиножомь, когда Е(л,у} будеть имъ. Поэтому, кода 

хривая есть эволюта друюй аллебраической кривой, то ея дум равна 

ъвлчебраической функши ея координать. Позтому ее называють выпря- 

маяемой, чтобы обозначить, что ея длина внражвется, по крайней ы5рь 

леязно, въ конечной фори®. 

По предыдущему хоказательству того, что дуга, описываеная на Эв0- 
лютЬ, но будетъ представлять рьзкаго измвнен!я навравлена, ратусъ В 
данной кривой будеть итти безирерыано уженьшаясь, если мобиль идетъ 
до этой кривой тазу, какъ мы допустили, или увеличиваясь, есув дзн- 
жене происходить въ обратномь смысл, т.-е. оть С” къ 4”. Поэтому, 
тавъ какъ мы предположили, что двВ кривых нягд% ве прерываются 

то рамусь кривизны можеть сдфлаться таитии’онь пля тахипии`омь 
‘тольБо въ присутетн илн угловой точки, или тозёи поворота эволюты, 

чт мы можемъь видЪть ВЪ 10988 Д’ предыдущей фигуры, гд% эво- 
люта С”А’ продолжается въ Г”, изыфняя р®зво направлен, тогда какъ 
кривая СА прямо протягиззется къ Г. Но два ражмуеа кривязны хан- 

ной кривой, квозтельные въ угловой тозкЁ эволюты, будуть заключать, 

очевидио, между собой безконечноеть друснхъ ращусовь, выходящлхь 

изъ 910й сзмой точки, такь какъ данная кривая предполагается без» 

прерывной; и эти ращуеы, отсвкающе только нулевую дугу эволюты, 

будуть равными между собой, велвдотве чего данная кривая здеь обра- 
щается въ дугу круга, описываемаго вокругъ угловой точки, кажъ центра. 

Схёдовательно, ражусь здесь не будеть ни шахипаогоиь, ин тн 
епу’омъ, но ностониною велячиной. Изъ этого селёдуетъ, что эзолюта 

кривой представаяеть уовороть въ точкю отправлещя каждазо изь радву- 

208 максимальной или минимальной кривизны этой кривой. 

Собственная кривизна эзолюты безконечна въ подобныхь точвахь; 
тавь кавъ при общемь углф смежность 49 двухь кривыхь, который бу- 

деть перваго порядка малости, на самомъ дёлВ мазеимальный или ми- 

нимальный рамусь кривизны будеть верироветь, согласно принцизу 

Ферматв, только на количество высшаго порядка и’ тахь какъ это ко- 
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хичество, будегь равняться соотвётетвующей дуг 4$, эволюты, то двля 
98 на 4, чтобы получить вривизну, мы лолучинъ вполнф безконечное 
частное. 

13 — Образоваще кривой поередетвомъ разаертывав!я эволюты. 

Второе главное свойство, которое дёлаеть изъ радууса кривизны А^А 
{стр. 204), или, но крайней мфрф, изъ его превышен:я надъ (6 спо- 
206 развертывания (абуеорреси) лин А’б}’, есть именно то свойство, 
хогорое опраздываетъ назване эвозютем (Ябуеоррёе), данное этой лин. 
Присоединенное къ первому свойству, оно принодить въ любопытному 

<пособу образовал1я дапной кравой 46’ посредетвомъ натянутой нити. 

Представемъ себф, что взять край гладкато тфла, имфюцуй форму 

зволюты и что это тёло перенесено ва плоскость предыдущей фигуры, 

ТАЕЪ что оно оканчивается по дуг Г/А’С” и вставанеть свободнымъ 

пространство, завлючениое между этой дугой п данной кривой 7.44. 

Предроложимъ, что гибкая п нераешаряющаяея нать А’С’@ уврфилена, 

зь А’, валВмь, прилегая къ тВлу, слёдуеть эвожютой вилоть до С’ в 
протягивается, ваконець, касательно къ ней, волоть до своего свобод- 
наго конца (7, гдЯ укр®нянется карандалиь. Тенерь, еслн держать натн- 

нутую нить и заставить двигаться карандаль отъ С къ А, то ясно, что 

все бодфе и болЬе увезичивающаяся часть нати будеть развертываться, 
и в5 каждое ыгновен!е носвернутая часть будеть, но своему натяженю, 

касательной къ 4’С” пли, слёдовательно, нормалью къ АС. Но эта 
вторая часть, которая будеть увеличиватьен на всю такамъ образомь 

развернутую дугу эводюты, напр. на (*”С’, будеть оставаться ноетояено, 

по второму свойстяу, равкою по длин® ращусу кривизны АбРа, т.-е. 

0'0у, вогда развернутая часть будеть 670’; а, схвдовательно, движу- 
щ ся конець нити, тогда находяшийся въ 0, не покинеть кривую. А 

это нозволяеть сказать, что парандашь онитеть кривую (А безпре- 
рывнымь образомъ, кавь онъ опнеаль бы окружность, если бы эволюта 

обратилась въ точБу. 38 А нить, сдзяавтаяся А’А, будеть свертыватеся 

на вторую ввтвь Д’Г” эволюты и каравдашь будетъ опасывать кривую 

оть А кь Г, 0%... 
Очевидно, мы ор@хемт въ тому же, если позьмемъ вифето вита 

линейку, постознно касающуюся въ Тёху, изображающему эволюту; эта 
линейка будеть вращаться по этому тфяу, не скользя, т.-е. тавимъ 

образомъ, что ея часть, заключенная съ одной и той же стороны точка 

контакта, будеть изыфнатьея постоянно на количество, равное дугВ 

эвохюты, касающейся ея. Карандалиь, укрфиленный на концф этой ли- 

нейви и находнвиЕйся сперва въ (7, образуеть на плоскости кривую 6.А. 
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132. — Объ эвольвентахъ кривой. 

Но если подважный конець ( нати или хинейки описываеть кря- 

вую СА вь то время, кнкъ эволюта развертывается или лянейка вра- 

мается на ней, то кашя вривыя опишуть друйя точни этой нити или 

линейки, напр. точка Р? 

Чтобы видфть это, представимъ себ, что начиная съ точки Р 

(стр. 205) постепенно проводится лия Р... ММ, нереефкающая год 
прамымъ угломъ всф нормали кривой (1.4. Эта лиш я будеть имфть, ся#- 

довательно, для норнахей нормали данной кривой и, давая мфота тёмъ же 
самымъ посл®довательнымь лерееченяыъ этихъ нормалей, не будет 

выфть другихь центровъ кривизны, вакъ только 18, которые приивд- 
лежать данной вривой, ни другую эволюту, какъ ея С’А’Т/. Достаточно 
приложить ланейку илн нить, оканчивающ]яел сначала въ Р, для того, 

чтобы ихь развертываюе или свертываше заставило подвижный конедь, 
сдфлавпийся Р, пройти кривую Р... ММ. СхЗдовательно, ве точки 

нити цзи ея продолжещя 00 и всъ точки линейки, которыя можно 

представить безконечными 85 обоить смыслать, описмвають кривыл, 

илимюния обийя нормали, одни и тть же центры кривизны и одну и 

зпу же эволюту. Эти вривых, соотв тственвые элементы которыхъ парал- 

лельны (кзкъ першендикуляры въ одному и тому же направленю нити 
иля линейки), составлають т0, что называють зрупной параллельныть 

дин, по крайней мфрЁ, когда ихь беруть вс съ одной и той же сто- 

роны эволюты; и тогда нанкратчайшее разстояне отъ какой-либо точев 

одвой изъ отижь линй до другой сосфдней будеть, очевидно, изм®- 

ратьея непзифняемой частью нити или линейки, которую онф завлю- 

чають между собой, Въ обратяомъ случа, он скорве будуть заслуживать 
вазваше антипараллельныхь линй, такь какъ икъ соотвётственныя 
части будугь расположены симчетричво съ обфихь сторонъ эволюты н, 

слбдовазельво, будуть сяфдовать перекрециеающимся вла обратнымъ 

порядкомь, Въ обовхъ случахь веф эти лини называютея эвольвентами 

ихъ общей эволюты. 
Такимь образомъ эволъвентюй кривой назыкають линию, опнеывае- 

мую всякой точкой прямой, вращающейся по этой вревой, или ноякой 

точкой пяти, сначала срернутой по ней, а затмъ развертывающейся. 

Замвтних, что безконечно-малое движене нати, оть С’С до ВВ 

папр., жожегь быть зеснынлировано съ вращенемъ прямой части С’С 

этой нити вокругь ея настоящей или соотвфтетвующей С” точки вон- 

такта съ оволютой. Это слёдуеть изъ того, что такъ какъ С’— центръ 
круговъ-касательныхе, проходящихь ко небыь эвольвевтаиь ВЪ ихъ 
точкахь, расположенныхь на 0”, то окружности, опнезикыя о различ- 

выхъ точвамь праной `С’С, во время вращевя вокругь С’, ныБють 
коятакть второго порадка съ кривыми (А, РМ,... и удалаютея отъ 
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пихь, между двумя соефдииив положешами (' 
разстозвя третьято порядка малоети, 

ЗВ’В нити, только на 

183, — Ращуеъ кривизны коникъ. 

Посмотримь, въ кавижъ результатамъ приведуть предыдушя теорйя 
вЪ случа вривыхь второй степени. Но сначала вычислимъ по форнулв (5) 

{стр. 199], гдй нормаль № имфеть выражещемь у/т-Ру* рамуеь В 
врута- касательнато этихь кривых. 

Возьмем ихъ уравнене въ формф, которую он допускають, когда 
пхь относять къ фокусной оси, взятой 28 065 2`овъ, и ВЪ васательной 

въ ихъ вершенв, взятой за ось у’овЪ, такъ что положительные 27ы 6у- 

дуть на сторовё вфтвей кривой. Какъ извфотно, ны буденъ инфть 

(6) ре (1—9 ай, 

тавъ какъ положительныя ностоянныя р ие будуть соотвтетвенно 
53 : 

полу-паранетромь —, чаетныхъ отъ дфленя квадрата половины не-фо- 
а 

куеной оси $ на половину фовусной оси а, и экецентрицитетомь, отноже- 

н1емЪъ Еф этой половинв фокусной оси а половины фовуснаго разетоявя 

Уая-Е О, мевъшииь единицы въ эллипс», большим единицы въ гипер- 
бол и наковець равнымь единицё въ прохежуточномь и предёльномъ 

случа параболы, гдё а дЬлается безконечностью, & $ числомъ, сравни- 

мымь только въ Уа. 
Будучи продифференцировано два раза, это уравнене (10) даетъ, 

если раздёлить еще нв 2, 

1) пирах, уу" 

Первое изъ ныхь, возведениое въ квадрать, показываеть, что у?у”? 
инфеть для своего значейн р? — (1 — #*)[2рх — (1 -— 6} =*] наи, 
во (10), »*—(1— ду". Кладрать поднормали уу’ и нормаль № или 
ИУ -- уу”? будуть поэтому 

тай 
| га (12) рф (1—9), М=З ьи' . 

выражевяыи немвого болфе простыми, чВмЪ 7%, которых нолучились бы, 

если бы не вводить на мфето абециесы 2 ордовалу у. 

Числитель выражения (5) Е'’а тевимъ образомь есть извзетное число. 

Что касается до знаменателя у*у”, то послёднее (11), будучи умножено 

ха у?, дветь его, еслн оставить въ одной части уравнешя член 9", 

з уу” замфнить его значенеыт (12). Получается 

из) . = 
&. П. НЕБАШЕРВА. 14 
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и значешя (13), (12) для узи” и М изыВнать наконець общую фор- 
мулу (5) въ 

дв 14) Е я 

Итакъ, если исключить звавъ, который протавоположенъ знаку 
ордияаты, то радёусь кривизны коничеекало спчешя равняетсл частному 
оть дълещя куба нормали на квадрать полупараметра. А. это значить, 

что онъ варшруеть, отъ одной до другой точки, пропоршонально кубу 

нормзли, которая увеличивается сама выбетВ съ абсолютной величиной 

ординаты у, т.-е. еъ разстоящемь Е у хо фокуеной оси. Поэтому, его 
а 

минимальное значеше, выражающееся просто черезь р иди в’ #ахо- 

дится на концахь фокусной оси нри у уп онъ доститаеть, какъ и у*, 

лозхйтиии”а только въ эллипс, ври у'=81, т.-е. ив кондажь малой 
оси. Этоть мзнеинальный рэдёуеъ кривизны, въ виду соотв тствующато 

з 

—а)ы, в 
или 5. Таким образомъ, во всякой вершинть нолической лиши радфусь 

: $\ © 2 а значения [1 которое получаеть 61, будегь равняться р 

кривизны равень частному ото дъленя квадрата пернендикулярной полу- 
оси на полу-овь, которая в этой вершинь оканчивается. 

185. — Эволюта параболы; развертыван!е второй кубической 

параболы. 

Персйденъ къ разсмотрённо эволюты ковическихь сфчен!; нач- 
немь съ параболы, гдЪ услове е==1 приводить уравнеше (10) кривой 
БЪ 91 —Орх. 

Замфиихь въ соотнощеняхь (2) (стр. 196} множитель у’, сумму 

УЗ” и затёмь множатель у”, которые фигурирують въ иервыхь 
2: 

ЕЯ 
р р 0, — застяхь, ихъ соотв тственными значенями ‚ получающимиея 

изъ (11) и (13); эти уравненя (2} будуть 

[К хо, 

Подставляя въ первое изъ нихь значеше у, которое даеть второе, и 
затбиь замфняя множитель у*, который будеть фигурировать тогда 

въ член этой первой формулы (17), его значещежь 2рх, выводимымь 
изь уравнешя кривой, мы получиыь вмфото (17), рёшавь ихь по отно- 
пеню Ка и у, 

{18) 
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Согласно указашю № 129 (стр.203} остается, чтобы получать уравиевзе 
эволюты, только яставить этя значеня за и у?”а въ уравнеше пара- 

болы, написанное ие въ видё у*-=2рх, но, поередетвомь возведешя 
въ кубъ, нисколько не изифияющаго уразнеше съ дёйствитольными 

нерен®нными, въ вид®(у?)*-=8р'=?. Тавиыь образомъ получится, посл 
дфлешя на р', 

8 
19 р — {19) Я р (=, — 2)". 

Въ немъ можно узнать уравнеше второй кубической параболы РА0*), 
которая, естественно нифень па ось симиетр и ось а“овъ или самой па- 

ваболы ОМ, а точку поворота А иъ конц и,==р мицимальнаго ра- 
уса вравизвы ОЛ илн р, в которая, назинаясь съ точки Д, тавимъ 
образомъ расположенной на разстоаи оть 

вершины О, равняющемея удвоевпому раз- , 
столню фовуса Е параболы, проетвраетел 

въ безконечность. Чтобы получить центръ 

кравязпы для какой-яибо точки параболы, 

М, У) напр., достаточно привести къ по: 
<лАдней пормаль ММ” до соприкосновен, 
въ М’, съ противоположной атвью АР 

эволюты: М’ есть требуемый цевтръ. 
По второшу общему свойству эволють 

дуга АМ" второй кубяческой пораболы РАФ, 
счатаемая отъ точки поворота А до какой- 
бо точви М’ (,, у,), равняется разноети, 

ММ — 40, пи У, —9*-— р, двукь соотабтствующикь 
радлусовъ кривизны ея развернуиюй пераболы ОМ: и формулы (18), 

(1эф легко дають эту разность въ видё явной алгебраической фукещи 

оть 2. Итавъ, еторая нубыческая парабола -- развертывающался кривая. 

186. — Эволюты эллипса и гиперболы. 

Въ случа» элляпев п гиперболы зволюта, всегда допускающая, 

оче ‘чдно, ТЁ же взхы симметрн, что и ея кривая, позволяеть нолу- 

Зить пентръ, кажъ н эти коничесвя кривыя; но переносять туда на- 

> РЬЧь 0 этой кривой, орлината которой, выходящая изъ ея оси, пуфегь свой 
хвадрать пропорщональныхь кубу абсцессы, считаехой оть вя першины 1, _-- была. 
въ зави Пвь № 122, Но логхо понить, что ея форма есть форма Р.1(), что ея двб 
спужетрич\мя вфтви 40, АР иыфють свою касательную сничаза ложашею въ А нё 
зе Ал, затьиь, по мёрё удалешя оть | паклоняющеюся кт, этой оби па вое боль- 
дИЙ и больш уголь и что, сбдОВЗлолЬьно. напроалене крисой, опасиваеной оть Ркъ 4, 
ы оть А къ (0, рЬзко измняетсн на хпа пряхыхь вЪ точкВ Л, называзжой мочкой 
поворота, -” 

14* 
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чало воординать — очень выгодно. ИзвЪфетно, зто эта перенфна `дветь. 

длин уравневя крявой 

0 
аа 
дз 

Нотавъ как эта перем ва состоить ироето въ замВн прежней абецисеы 2 

абециесой #-Е а, или въ увеличени абециееы нё простое постоянное, 

то ни въ какой точвВ кривой ничто не измфнитея ни въ ордавать у, 
ни въ отвлоневй у’, ня въ его быстротВ вар!ировавя у”; к предыдущи 
формулы, гдё. 2 ке входить, останутся въ томъ же вид, Поэтому можно, 

до второму (11) п по (13), зачёнать во второмъ уравнения (2) у’®-- уу” 

черезь 1—1 и у” через = Это второз уравнене (2), должен- 

ствующее опредфлять ординату у, центра кривазны, дфлается тогда, 

если рёшить его по отношенно въ у? и если, останавливаяеь свачала 

на случа элдинса, подставять въ окоячательномь вид® виЪсто ивр 
дас м 

ихъ значеня о и з 
а 

2) 

Но самыетря уравневшя (20) кривой пох иу, аи в, если взять 
пря второмь член верхь!й знавъ --, дВхаеть очевидвымъ, что, есла 

принять 065 2’9вЪ за 065 УЮвЪ и иаобороть, то тогда теперешная 
абециеса 2, центра кривавны и абецисеа 2 соотяфтетвенной точки эллииса 
будуть фигурировать въ уравнен (21) подъ видомъ у, \\ съ взаимной 

перемвной а и 6. 
Позгому выЗсто вычисленм 2,’а по первому уравненгю (2) можно 

изъ (21) вепосредетяение получить 

В 
а .. ай {22) 

Таковы формулы, которыя заступатгь м%ето предыдущих» (17) случая 

вераболы. Чтобы упростить ихф, пражемь 

з— и —53 

д” В=`, (23) д 

5 тогда получимъ, извлекая кубическе коран изь соотвЪътетвующихь 
частей (29) к (21), затьмь дфая на @ или на 6, 

= 0-5 
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Эти значеня : и ь введенныя въ уравнеше {20}, гд% второй членъ 

получаеть знань дадуть, сяфховательно, кажь уравнеше эволюты 
зллвиса, 

« вв 
Эта кривая инфеть форну РОР’О’Р съ четырьмя точкамя пово- 

рота въ вояцахь Р, 9, Р’, 9’ манимальныхь и максимальныхь рад 
усовъ кривизны, ДР, В9, А’Р’, В*9'’. При фокусвомъ полуразетоныя 

Ум Ъ-= постоянному де, ея полуоси, ОР ви ОР’=Ан г 08 ила 
09’-= В, будуть, по ихъ значению (28), 

обратно пропормональны соотизтетву- 

щим» полуосянь а и $ элжнисв. 
Первая, ОР пли А, очевидно, рав- Му} 

няется а и меньше, значить, чёмъ 
фокусное полуразстояне ОР == ае; ел8- 

довательно, вершины Ри Р’ будуть к = 

всегда находиться въ эллипс между 
двума фовусами Ри Е’. Вторая же 

полуось 0$ или В иметь своикъ от- 
ношеяемъ въ $, выражающимся черезъ 

4 1, число, нельшее пля бельшее Е. 27, ыть ь 

единицы, смотря по тому будеть ли 

меньше или больше, чм У’, отношене большей оси 2а эзлялсв къ мезь- 
ей 25: вершины О и О’ ваходатся внутри эллицеа въ первомъ случа 

и вн — во-второмь. Когда отношеше двухъ осей нмфеть точно проме- 

дуточное значене У? пли когда фокусное разстоне РЕ” равияется 
малой оси ВВ’, то © совнадаегь съ В’, 0’— съ В, а Ри Р’ находатн 
въ среди прявыхь 0.4, ОА’, въ виду чего первая фориуля (23} даеть 

тогда А да: минимальные радусы кривазны будугь равняться, сль- 

доватедьно, половин большей полуоси, & максимальные ражусы ври- 
визны — удвоенной ызлой полуося. 

Каково бы на было отвошене в’а къ 6, формулы (24) доввзызаютъ, 

что д, ил чифють одивъ и тоть же знакъ, ву, ну — различаые 
знака. Поэтому нцентрь кривизны для какой-либо точки Ло, у) эхлянсь 
получится, если провеети нормаль ММ’ до ея контакта, въ №", посхь 
пересфченя фокусной оси, съ дусой РФ эволюты, расположенной (хугой) 

< той же самой стороны малой оси, съ какой и данная точка М. 
Когда оэллипеъ приближается нъ кругу или когда эксцентрицитеть е 

стремится въ пулю, отношенше В въ АД стремятея къ 1 и уравнеше (25) 
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эволюты, умножевное на 1, Хёлается въ предёхв ани Аз: эта 
кривая получить, значить, дв® ковых оси симметр!и, биссевтрисы угловъ 

между осями координать, такъ каюь 2) и у, здФеь входятъ симметрично. 
Но есля только эллипеъ не сдфлается безконочвымт и ие будезъ: сохра- 

вять между своими двумя осями разность 2(а —'5) вонечною (этой раз- 

ности будеть соотаётствовать тотда безкопечно-увеличенное фокусное 

полуразстояне /2*— 53 нли Уа—фУа +5), — эта эволюта будеть не- 
онГедфленно умевьшаться или собираться, тавъ сказать, вокруг центра 0. 

ДЪйотвательно ея полуось 4 == аей будеть приблизительно изображать 

разность 2(а-— $) =3а(1— Ут 
зываеть разложен1е 

23) двухь соей оллипев, вакъ это пока- 

ие): 
по формулВ бинома, съ уначтожененъ членовь по е* и выше. Такамъ 

образомъ эволюта вруга обращается въ его центръ; это п быхо оче- 
видно. 

Для разсмотрав!я эволюты гинерболы мн% достаточно будетъ з2.- 

ыфтать, что, такъ какъ уравнене этой ковической лини получается 

оть простого изыфненя 5? въ — 5? въ уравяены элянисв, то вужных 
исчиелен!я будуть проетымъ повторешемъ предыдущихь; дЪйс. эительно 

изифнене 5* вь —6$* не нзуфнить зичего въ разсуждевмхь, такъ 
вавъ $ фигураруеть только въ своемъ квадуалВ въ текъ формулахь (21), 

(23) в (25). Послёдняя, которая соглаено выраженаямь {23} 1я В ееть 

: Г. + Ё 

(26) 

если положать 

{2т) 

Эта кривая напонинаеть по своей общей форы®, въ каждой изЪ 
своихь двухь совершенно разничныхь частей, расположенныхь еъ’об*- 
ихь сторовъ непересфкающей их оси, эволюту параболы, которую мы 

уже раземотрали подробно. 

187. — 0бъ анвепонВ группы плоскоетныхь кривыхъ и, вообще, о 

„лини, по которой эти различных кривыя приближаются къ евоимъ 
безконечно-восФднимъ кривымъ болфе, чфиъ въ другихъ евоихъ 

течкахъ. 

(См. прилож. въ сз. Х.} 

Що 



ГЛАВА 51. 

Рулеты и циклоида. Плосностныя кривыя пря полврныхь коорди- 
натахъ; логариемическая спираль. 

144. — Рупеты: теорема Декарта относительно ихъ нормалей, 

Между плосяостнымя хравыми, которых были отерыты геоиетрами 

ХУП вфка и раземотрёше которыхь въ эту эпоху сильно подвинуло 

впередь науку, въ особенностя дв№: миклоида в лозариемическая спи- 
раль, предетавяяють исключительный интересъ. Поэтому-то имъ я и удё- 
лаю почти ифлую главу, посхёдиюю относительно пизоскоетныхь крирыхъ; 
начну съ циклоиды, наиболфе замфчательной изъ двухь, какъ по той 
роли, какую она играетъ въ анализВ безконечно-малыхь, такъ и по важ- 
вымъ примфнешямь ея зъ механикВ. Она входить въ класеь кривыхь, 

хоторыя называются рулетами н о воторыхь слЬдуеть сказать сначала 
иЪфеБолько словъ 

Предположимь, что точка М (6. 28) венрерывно (косредотвомъ 

двухь прямыхь МС в МР наир.) свазана ©ъ движущейся кривой СР, 

® эта послёдняя катится по неподвижной кривой АБВ, т.-е. движется 

оЕолю нея, всегда оставансь касательной въ ней н такямъ образонъ, 
что дуги одной н той же длины, н& обфихь кривыхъ, посл®довательно 

совнадають точка в5 точку: кривая МР, описываемая при этнхъ уело- 

ыяхъ точкой М, будеть именно тёмь, что называють рулетой. Нзар. 

всавая плоскостная кривая есть по тому, что мы видфли (стр. 20), 
рулета, описывяеуая основащшень одной изъ ея нормалей, катящейся 

но ея эволютЬ; волбдеме отого рулеты могутъ быть раематриваемы, 
закъ обобщенныя окольвенты, точно такъ же какъ вривых — анвелоны *) 

суть обобщенных эволюты, 
Особенность, которую представляеть нормаль ко всакой эвольвентв, 

именно оквичиваться въ соотвфтствующей точеВ коятакта ея прямой — 

образующей съ эволютой, есть не что иное, какъ частный случай общаго 
свойства рулеть, отерытаго Декартомъ, и могущаго быть выраженнымь 

тавъ: 

*) бы. ар. 2ы. 
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_Нормаль къ рулетъ протодинь въ каждое мзновене черезь данную 
точку контакта движущейся кривой и неподвижной кривой. 

Итакъ, требуется доказать, что нормаль, проходящая въ М въ ру- 
хех МР есть примая МГ, соединяющая эту точку М съ точкой кон- 

тавта Г кривыхь АВ и СР. Замфтимъ, па самомь дёлЪ, что безвонечно- 

малое перемёщене подвижной фигуры, способное описать дугу ММ 
рулеты, проаскодить посредетвомъ двяжешя дуги, вообще сравнимой, 
ТЕ’ исей кривой ОЛ) во ея равнозначущей 7К въ ненодзажной кривой 

и влочеть за собой неремёщеве ляши МХ”, связанной съ подважзой 

. фигурой, въ положенше МК. Но это перенесее можеть быть восижиро- 

вано- съ простымь вращешемь вокругь точки К. Чтобы увидЪть это, 

доважемь, что нерем\щене КЖ’ вонця К” безвонечно-меньше, чВмь 
неремфщене ММ’ конца 2. Нроектируемъ 

об равпозначати дуги 1, ТК’ на ‘ихь 

общую касательную въ Г, что произойдеть 
подь безконечно-малыми углами; отношене 

между этими двумя проекщями будеть без- 

зонечно-мзло отличаться отъ еданицы, и два 
основавя, воторыя я назову черезь ри Х', 

перцендикуларовъ, проходищияхь изь Ки Е” 
и кабательную, будуть одинъ отъ другого 
на разстояни #4’, безконечно мепьшель, чу 

ТК или ММ’. Крожв того, тавъ какъ вел д- 
сте контакта этяхь двухь дугь ГК, 1К’еъ ихъ касательной въ  дяа от- 

рёзва Кри К’ отв К и К’ до этой касательной опять безконечно-малы 

по отношеню къ ГЕ или ММ’, то очевидно что то же самое будеть и съ 

прямой КК”, которая соеднняеть эти точки, И если мы сравнимъ, чтобы 
получить разность М”, два разстоянн КМ, КМ’ отЪ точки К до двухь 

послздовательныхь точекъ Ми М’ рулегы, то эта разность между КГ и 

КЛГ вли между КЛ н К’)! будеть разностью двухъ сторонъ треуголь- 

ника ЕМК”, имвющаго КК’ за третью сторову, т.-е. она будеть мельще, 

чВиь КК’ и, са довательно безконечко-меньше, чБыъ дуга или хорда 1/21’, 

Итакъ дуга ЛИЛ рулеты отличаетса оть дуги круга ЛГУ, опасываемаго 
изъ точки К, какъ центра, только на колачессво ТД, пчфющее 

съ хордой 2" безконечно-малое отношене и, слёдовахельно, согласно 

пропорщи сннусовъ, треугольнаеъ 7 ММ, которой образуется хорлой 

М7 круга, пыфеть свой уголь 1/, противолежаций сторож ЛМ’, 
также безконечно-малымъ. А это позволяеть сказать, что въ нредфя%, 

тдв К обращается въ Ги гхВ хорды ЛЕГ, ЛЕТ, будучи продолжены, 

дЬлаются соотьфтетвенно васательными въ \/ къ рулетВ и къ вругу, — 

эти двф нагательныя дЪлаются лишь одной н соотафтотрують ‘одной 

и той же нормали МГ. 

Точку Г — цевтрь круговь, касательно когорымь перенфщаются 

такимъ образомь воз точки этой подвижной фигуры, незызвеють лано- 

г. 28. 
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веннымь центром вращещя этой фигуры. ДЬйствительно, когда дВ10 
идеть только о томъ, чтобы получить данное или. мьчовемное нвправяе- 
не описываемыхь рулеть, то посхёдыя можно не отличать, отЪ этихъ 

сакыхь Еруговъ или резскатриваль движеше СР’, какъ простое вре- 
щене вовругь Г. 

145. —0 циклоидф; нормаль и навательная къ этой кривой. 

Циклоида есть, рулета, описываемая всякой точкой окружности, 

хоторал катится по неопредъленной прямой. Если ‘дЪло идеть напр. 

объ окружности С, данный радусъь которой СМ будеть выражаться 

черезь у, и если, такъ какъ эт& окружность ватится но АД’, описы- 

вающая точка есть М, то циклоихой будеть лишя ЕАБА’Е’. Эта кри- 
вза, очевидио, состоить изъ безконечнаго числа равныхь частей, та- 
ЕЧХЪ, ЕЗБЪ АЗ А’, заключанщихся между двумя восл$довательными точками 

А, 4’, гхф описывающая точка ЛГ касается непохвижной прямой АД’. 
Каждая изъ этихь частей называется аркой цяклонды, а промежутокъ 

АА’, который отрзывается на неподвижной прямой, называется оено- 

зонемь арки. Когда окружность катится оть А въ 4”, то исф ен эде- 
менты, безконечно малые и все болве и болфе удаляющеся отъ № вдоль 

ММТ, посябдовательно накладываются на равные элементы АА”а, все 
болве и боле удаляющеся оть А; велфдетые ‘этого, отроя двежущйсн 

кругь въ различныхь положешяхъ, но обязательно въ такомъ, гдф опв- 
‹ывающая точка будеть въ вершияз & кривой, мы будехъ инть: 

агс ММ -- МА; атс 509 или ль-- 5" А; аго МТМ, = М’ А. 

Навонець, въ моментт, когда описывающая точка предеть въ 4’, 

вен окружность ИМТМ, вакъ бы развернется оть А до А’, почему 

и можно написать 4А’— ля. Сдёдовательно, вычатвя съ одной сто- 
роны АМ’ изъ АА’, & съ другой М’Т’М’ изъ пфлой окружности, ны 

получныь атс ММ’ = МА’. Это равенство поззоляеть намъ сказать, 
что циклонда могла, бы быть описана н точкой №” окружноств С", равной 
предыдущей 0, но катящейся оть точЕн 4’, 8 нь оть А, по основанию 

АА’ въ направлен оть А’въ 4, а уже не оть А въ 4’. Есан иред- 

положить, что дв подвижныя окружности Си С”, онисывающя таким 
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образомъ выфетВ циклоиду, остаются постоянно симметрачными по отно- 

шено къ перпендикуляру 857, опущенному на А.А’, то мы будемъ ды$ть 
‚ № -8М п, сддовательно (въ виду того, что 5^А’ == 8°А == пт), 
№А’— МА; атс ММ’ — ато ММ. Поэтому точка М’ будеть симмеграч- 
ной для Л/ по отиошеяю въ 557. Тавихъ образомъ арка циклонды сим- 
метричиа сь той и друюй стороны пертендикуляра, опущенназо изъ ея 

вершины на ея огнованав. 

По общему свойству нормалей къ рулетамъ, нормаль, проходящая 
8% М въ цивхойдЬ, проходить черезь соотв тетвующую точку контах- 

та № подвожной окружности н неподвижной прямой. Касательная же, 

ТВЕЪ какь опа должна быть перпендикулярной къ пормали ММ, 6у- 

деть соединать точку М съ концомь ТР даыетра ТМ, выходящаго 

изъ №. ДЪйетвительно уголь ТММ бужеть прямой, кавъ влисанный 
въ полуокружности. Пережфетинъ кругь С въ 088’, заставляя всё 
его точин описываль равныя и паралхельныя №5”у линш: таыя фи- 

туры, вакъ М№5'0, МТЗО будуть параллелограмнами н хорды 05’, 09 
будуть сотвфтственными .нараклелями ММ, МТ. Поэтому, не строя 

Ерута С, можно‘быхо бы провести въ данной точкВ М васательную я нор. 

мель въ ВиЕЛонд%, проводя изъ ДГ параллель МО кБ основано Ал’ 

до вотр®чв ея СЪ иеподвижнымь кругомъ О, которая произойдетъ 

ВЪ 1095$ ©, зазфмь соедпыяя эту точку О съ двумя кояцамя даметра 58” 
и проводи наконець параллели М/Т и ММ къ этимъ двумъ прямымь 

95, 05". 
При концахь А и А’ арки касательная будеть, очевидно, перцендя- 

кузарна въ оснозаШю АА’ тавъ какъ она будеть параллелью къ 575: 

поЗтому 65 зпочкь, иь деь смежныя арки соединяютея, касательная 

принадлежить объимь аркамь, и кривая представляеть здтеь то, что 
называють поворотомь переело рода. 

146. — Эволюта и рафуеъ кривизны циклоиды. 

Пусть 49.4’ (15.30) будеть аркой цвклояды. Проведемъ ниже осно- 
вавя на разотояни 5’В, равном высот циклонды 58’, параллель 

НТ къ этому освоваю АА’ и построимь новую цяклонду АВА”, равную 
первой, но проходящую такимъ образомъ, что двЪ полуаркя АВ, ВА’ 
выфють свою общую точку отправлешя на продолжения 58’ и соотвфт. 

ственныя вершины въ А и 4’. Полузрка ВА можегь быть предполо- 

жена онисываемою точкой Р окружности МРК’, которая катилась бы 
1 ВЯ оть В въ Н; велвдетые этого имфемъ, въ какомъ-либо изъ ея 
положенй, аге \'Р= №’В==№5' и затвиъ: 

ас МР==лг— МР= 45’ — №5' = МА. 

Теперь, еслн построить при данной циклоидВ АЗ’ кругь — обра- 

зующй ТММ въ подожени, гдф онъ касается въ М№ равнаго круга МРХ’, 
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то соотвфтетвующах, точка ЛИ этой цикховды будетъ сама ио себ такой, 
что агс ММ = МА. Поэтому двЪ дуга МР, ММ, об равнозначурия №А, 
равны между собою; в слёдовательво ихъ дополнительных Р№’ МТ 
равны такие. Изь этого слёдуеть съ одной стороны, что де хорды 
МР и ММ-— равны, & съ хругой етороны, что два вписанныхь угла 
Р№М’ я МУТ, которые изыфряются РМ’: МТ, — разны. А тавъ 
какъ их дв стороны №№’ и №7, будучи маметрами, пероендикулар- 
ными 5Ъ общей касательной АД’ въ дьумъ кругамь, неходатся на 

одной прямой, то, слЁдовательно, эти два раввыхь угла РУ\’ и ИМТ 
расположены прямо протввоположно своими вершинами, или МР есть 
продолвеше ММ. КромЪ того, го только что данному правилу поетрое- 
ва пормази и касательной къ циклондь, №№ есть нормаль въ первой 

АЗА’, в МР — касательная ко второй АВА’. Такъ какъ это вФрно 
для вефхь возможныхь соотвфтственныхь положен двухъ круговъ, то 

можно видфть, что вормали первой ппьлоиды совиадають съ касатель- 

ными второй н что, слёдовательно, послФдная, на которой послёдова- 

тельно пересЪкаются ея собственных касательных или безвонечно-халия 
посяфдовательныя хорды, есть м®сто поелфдовательныхь пересфчев1й- 

пормалей въ данной паклондЪ, т.-е. ея собственная оволюта. 

Итакъ, эволюта циклонды есть равная ей цикаонда. 

Кромф того соотношеще УР = МХ доказываеть, что МР есть 
удвоенное №№, & такъ какъ МР есть, очевидно радуеъ круга-васа- 

тельнато для точви М данной крввой, то можно заключить, что радёусь 

хривизны в% цихлоидь равен удвоенной нормали, проведенной отъ кривой 

вплоть д0 встръчи съ ея основандемь. 

147. — Развертыван!е циклоиды. 

Цо второму общему свойству эводютъ длвна части АР арки ВАК..., 

считаеной отъ вершины А арки, равняетея развости двухъ раджусовъ 

хризизны, проведенныхь изъ ел концозь Ри АЕЪ ея эвольвентВ 45. 
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Одинъ изъ этихь радусовь кривизны есть РМ, & другой — нуль (таъ 

какъ ихь два конда соединяются въ 4); поэтому получёемъ: 

зе РА==РМ =2РМ; 

& ВЬ итновеве, когда подважная точка Р прибудеть въ В, 

ас ВА = ВЗ=2В5' = 4+. 

Полуарка ВА равняется поэтому по дяни удвоенному даметру вруга- 

образующаго, т.-е. удвоенной своей собственной проекщи 25’ на пер- 
пендинулярь въ основанцо, & слёдовательно: зодная` арка циклоиды 

8% четыре раза длините, чзьнь ея высота. Этоть проетой уезультать, 

которому предшествовало сложное вычнелеве дляны дугь второй вубн- 

ческой параболы (стр. 211), крайне улавиль геонотровь ХУП вфка, 
думавшихь хо того вренени, что кругь изъ воёхь кривыхъ напненве 
трудный для развертыванн. Длина арки ноэтому можеть быть ©оиз- 

мфрина ст ея высотой, тогда кавъ‘ех основане не’ допускаеть этого 

сравнешя, тавъ хакъ оно равно окружности круга- образующего али‘ 

высот&, умноженной на я == 3,14159... ` 

Соотношешя зтс РА ==2 РМ непосредственно приводить въ важному 

уравнению. Возьшемь за ось о’овъ каеательную АД’, проходншую 

зъ вершии® А арки и за ось у’овъ — перпендикуларъ АН, опущенный 
изъ этой точки А на основаяйе арки. Наконець, назовемъ черезъ 3 

дут АР, считаемую положительно, когда какая-либо точка Р зрки 
находится на сторон положительныхь а’овъ, и — отрицательно, когда 

ва противоположной сторон, т.-е. есля итти огь А въ К. Прямая МР, 

въ прямоугольномь треугольнив, опредфляемомь точками № Р, №, 
будетъ, среднимъ пропорпональнымь между гинотенузой №№’ === и от- 

р8зкомъ №0 = Р’Р, который — не что иное, какъ ординала у точки Р. 

Поэтому будемь пмёть МР. ИЭгу, п слЪдовательно АР=2У»у пля 

Е ;=2 У. Возведя это въ квадрать н рышивъ относительно и, мы 

получимъ вевомое соотножеше у 

@) 

Итавъ, въ арк циклонды ордината, проходящая перпондикулярно 
сть какой-либо точки арки до касательной вь вершинь, пропориональна 
хварату соотеьтетвующей души, считаеной оть вершины. 
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148, — Естественное конечное уравнен!е и дифференщальнов 

уравнеше циклоилы. * 

Соотнешене (1} ясно опредфляеть кривую или, въ хругвхь ©ло- 

захъ, удовлетворяется только при цаклондж; дЁйствательно, пачиная 

еъ начала дугь, гдЪ у увачтожается и гдф беруть это начало за на- 
чало абсциест д, это соотношеше поелёдовательно овредфляеть эти 

вбециесы такъже, какъ и ординалы въ вндь фуващи а. На самомъ 

дЬлЬ, если въ (1} заставить $ увеличиться на 9, и сяЪдовательно у 

на Чу, то з* увеличится на 245, & это даеть, какъ значеше ду’а, частное 
оть дёлевн 345 па 4х. Но мы знаешь, что одновременное увеличен! 
41 абециссы связано съ @у и 5 поередетвомь соотвошены 42? = 

== #81 — 4у*. Подставамь на мёсто 4у его значеше, затВыь раздёлииъ 

из 45? и извлечен ворень ввадратный, зам чая, что, начиная съ начала, 

координатъ, приходится считать увеличивающуяся абецассы въ томъ же 

ваправлени, какъ и уведичизающуяся дуги; велфдетые этого производ- 

ная отъ по $ должна быть положительной при 5==0 и тавъ далзе по- 

всюду, по случаю непрерывности, валоть до момента, вотда ока уничто- 
жится. Поэтому получится 

{2) 

Поблёдовалельных абецасеы 2, слбдовательно, опредёлаются постб- 
пенио соотношенемь (1) въ видф функ лугь 5 такъ же, какъ орли- 

наты кривой опредвляются изъ въ вядё фупкшн ея абециссы, когда 

дарть, при вевхь значевяхь послфлней, начиная съ нулевой ордянаты, 
посяфдовательлыл отеловеня у’ кривой (стр. 30). Тавныъ образомъ 

между предвлами з=- 5-4», гдЗ вторая часть соотношенн (2} не уни- 

чтожаетея, кривая, соотафтствующая соотношез!ю (1), иметь вполяв 
опредёлениую форму; я эта вриввя не можеть отличаться отъ ареи 

Цикхонды высоты 2», которую (арку) мы привели въ этому соотношен!ю. 

Поэтому соотношене (1) ясно характеризуеть арку циклонды и 

потому. по случаю его крайней простоты, назмваетея сстественнымь 

ея уравнещемь. Оно дВлаетъ изъ циклояды вравую, въ изкоторомь род, 

павболе эхементарную послё примой хишя, вела дёло идетъ о соот- 

понен!яхь, связывающих ординату съ дугой, н удфляетъ ей первосте- 

пенную роль въ нЪкоторыхъ важныхь вопросахъ механика, гдф входять 

путв 5, пробёгаемне мобялемъ, совыфстно съ ихъ вертикальными проев- 
щями у. На самомъ дВлВ въ прямой лашм ордината точво такъ ве 

пропорщюнальна дуг, какъ и абедиес# (та п другая считаются съ точки, 

глВ ось абециееь нересбкаеть лнн!о), а ото есть нвиболье простое изъ 
зозможныхь соотношенй; но менфе сложное посл® отого соетонть, 

естественно, въ пропорцюнальности ординаты въ квадрату дуги. Съ этой 
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точии зрёвя существуеть н%которая аналомя между цаклондой и пара- 

болой, которая, отнесенная въ своей касательной въ вершинф, ЕаиЪ 

къ оси 2овъ и въ соотвфтетвенной нормали, какъ къ оси у’овъ, иметь 
свою орлинату пропорщюнальною квадрату абециесы. Благодаря этой 

пропордюнальноети израбола есть самая простая кривая посл прямой 

ливщ съ точки зря соотношешя, существующаго нежху ординатой 

и збещиссой, тотда вакъ цивлонда есть ванпрост#йшая кривая по ©0- 

отношенлою, существующему между ординатой и дугой. 
Но въ задачахь соотношеяе (1) чаше представляется въ вндф диф- 

ферендюнальнаго уравнения, откуда исключено 5. Раздёлимь производ- 
ную у’а по 5, которую даетъ это уравнене (1), на выряжене (2) ана- 

логичной производной л’а и яъ частномъ зачЪнимъ $ его значешемь 

=У6ху, получеянымь изъ (1). Тогда мы будемъ ныфть дифференщаль- 
06 уравнене циклоиды 

(3) 

Если мы предлоложимъ для даннато момента у’я за абоциесы, а ты з& 

ординаты, то это уравнеше будетъ опредфлять при веёхь эбепиесахь у, 

.. @% начиная съ выбраннаго начала у==0, рядъ отжлоненй ау кривой въ кая 7 
домъ изъ четырехь угловъ коорданатъ, и слфдовательно, оно опредз- 
зить посл»довательно эту кривую съ той и другой стороны оси абс- 

циееъ у, которыя будуть вволнЪ положительныхя для того, чтобы 

редикаль (3)-го оставался дфйствительнымь, начиная со значення у==0. 
А эт0 позволлеть сказать, что уравнеше (3) можегь быть удовлетворяемо 

во всякой другой кривой только аркой цикхоиды высоты 9” и что ово 

внолн равнозначуще выражению (1). 

Выфето предыдущихь осей АА’ и АН, перекрещивающихся въ вер- 
шин аркя, часто прянимають 38 ось 2’овъ основане ВХ арки и за 

ось уовъ перпендикулярную касательную В5, проведенную въ одному 

изъ ея ковцовъ, Новая абецисса, которую я назову черезь Х, кавой- 
либо точки Р арки ВАК... предыдущей фитуры (й5. 30), и ея новая 

ордината, которую я назову черезъь У, будуть ВР”, РР п будуть 
равняться соотвЁтственно алгебраическимь разностямъь 5’ 2 ДР’, 

Р"Р’—РР’, нда лр—х, 7—9. Поэтому вадо нъ формул (3) взять 
х=лР—Х, у-=3"— У, в слфдовательно, ах ==— 4Х, ау— —аУ. 
Тогда пелучимь дифференщедьное уравнеше цикловды въ ея боле 

унотребительнокъ видё 

&) 

Такь какъ достаточно, чтобы одёлать это уравнене тождественнымъ (3)'му, 
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перемфнять направдене абсцясеь в направлен ординать, прявамая за 

новое начало коорданать вершину, откуда направляется максимальная 

ордината У=-2» (выше которой рахикажь дфлается мнакымт), то это 

уравнеше, всяый разъ вакъ представится при нахожден!н кривой, пока- 

зываеть, что кривая принадзежить циклоидв высоты 9, отнесенной 

въ основано ея арокъ, взятому за ось Х'овъ. 

149. — Плошади, заключающееся между аркой пиклоиды и ея 
эволютой или ея основаншемъ, 

Хота вычислене площадей относится къ интегральному исчисженю, 

но воспользуемея еще вышеприложевной фигурой (#2. 30): 1) дла того, 

чтобы нолучить площадь, заключающуюся между аркой АА’ циклоиды 
и ея эволютой АВА’, п 2) для того, чтобы увидфть, вавамъ образомъ 
эта поверхность дьлится основашень А.” аряя, 

Но сначала замфтимъ, что тажь кавъ полуарки АВ, ВА’ вполнЪ 
равны какъ по длииз, такъ и по фигурв полуаркакь бА’и 485, то 

соотвфтотвенныя фигуры АРВ5’, А’55’ н бА’О’, ЗАС, образуемыя этими 
кривыми и ихь крайними касательными, вколн% изкладываются другъ 
на друга; волёдетые этого дв$ сифшанно-линейныя поверхности АРВ5’ 
„А’ВБ’ могуть быть перенесены въ бА’О’ и ВАО. Поверхность, должен- 

ствующая быть вычисленной, 45.”В будеть таким» образонъ переобра- 

зована въ прямоугольниьх А А’0’О, площадь котораго равна АА’Х 957 
или 2ле Х 9+ 4л1?. СлВдовалельво, площадь, заключенная мезоду аркой 
циклоиды и ея эволютой, равняетея учетверенной площади крумь — 

образующею цикаоиды. 

Чтобы видфть, кавь основаню ДА’ арки д№литъ эту поверх- 

ность АЗА’В, раздёлихь ее на безконечно-острые треугольника нор- 

малями, вакъ 2ГР, которыя пересбФкаютея послфдовательно безвовочно 
близко оть эволюты и идуть къ соотвфтственнымь вершинамь этихъ 
треугольниковъ. Гавъ кавъ каждая нормаль, кажь мы выхЬли, перее- 

кается АА’ ВЪ своей срединЪ, то часть треугольниковъ, располо- 

жениая между АА’ в их вершинамя, будеть состоять изъ новыхъ тре- 

утольниковь, изВюлихь съ предыдущими обш/Й уголь, но прилежапия 

стороны наполовишу меньшими съ почти безконечно-малыми разностямв. 
Этя частные треугольники позтому вс будуть равнаться, въ предфлф, 

четвертя цёлыхь треугольниковь и, слёдовательно, часть 45’А’В всей 

площади 4лу? будеть таже четвертью этой влошада или будеть имфть 

стоеё величиной луз; а это; умноженное на 3, т.-е. Зл”? даетъ часть 

.48'А’8. Тажанъ образомъ, поверхность, заключенная между основащемь 

прки циклонды м ев эвозютой разна поверхности круа - образующео 

чиклочды, тоба какь поверхность, заключенная между аркой и ея 

основанемь есть утроенная поверхность ею же. 
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150. — Спирали и полярныя координаты. 

Представимь себ, что прямая ОР вращается вокругь неподвижной 

точки 0, называемой полюеомз, таким образомъ, что уголь 8, который 

она образуеть въ плоскости съ неподвижной пряной Оз, безпрестанно 

узеличивается вилоть до какого-либо числа окружностей, еъ тото мо- 

мента (взятаго за начало), когда онъ быль нухемь и хо нотораго онъ 

быль отрицательнымъ; кромф того, замфтимъ, что точка М перен$- 

щается вдоль прямой ОР въ то время, какъ она вращается, и что при 

везкомь звачеи 5 эта точка М будеть такинъ образомъ ва раз- 

стояши г отъ полюса, разстоя- 

с’ нм, вырамающемея въ вихб 

опредфленной фунещи 8'ы, /(8), 
которая вообще не останется 

одиинъ и тбыъ же, когда 8 уве- 

личится на 2л, т.-е. когда пря- 

мая ОР придеть въ перпона- 

чальное положен. Подвижная 

точка Гонищеть въ этомъ двой- 
ножь движени извёстную кри- 

вую 4115, которую вполн® опре- 

дёляеть уравнене х={(9) и 

которую называють спиралью ; 
ея часть, ошисываемая въ пол- 
ный обороть ОР’, ивзызаетвя 

т спиромь (оборотом ). 

Ти. 91. Уголь 8, который обыкно- 

венно выбирвють за незавясн- 
ное перехнное, называется, какзь извфство, полярныхь узломз или азиму- 

томз, а разстояще г — радёусом-венторомь. Этн дв перен ниня ии #, 

вамыя остествеввыя, кажя только можно употребять при раземотрёни 

движенй, воторыя происходять въ плоскости зокругъь точки али оси, 

составляють то, что вазывають яолярными координинами. Наконец, 

неподвижная прямая Ох, съ которой вачинають считать азимуты, назы- 

вается полярной осью. 

Если нровестн черезь полюсъ пернендикулярь Оу въ направхеши 
п 

# ==? то два раветолн! положительных или отрицательныя, гну 

точки М до этихь 06ей Оу и Ох бухуть составлать систену прямо- 
утольныхь хоординать, которая имфетъ очень простыя соотношеня 

<ь полярными ги 8. ДЪйствительно, въ прямоугольномъ треугольнииё 

09М т пу, или 00 и ОМ будуть, очевидно, 038 и 38, при воёхЕ 

направлеахь ОМ‘а, если ОМ или г есть единица; а слфдовательно, 

иифемь 2—=70059 ян уззузш а, соотношеня, взъ которыхь, взявъ 
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вли соотвфтственныя отнощевя ихъ частей, или сумму ихъ кведратовъ, 

выводять обратно #8 — 3, у. 

Уравнеше “==7{8) кривой при позирныхь координатахь двавется 

поэтону при прамоугольныхь воордннатахь Уз-ру р (и) в 

принимаеть трансценхептную форму, тогда кавъ предыдущее — зягебраи- 

ческое. Обратно, если вривая при прямоугольвыхь воординатахь имфеть 
своимъ уравненемъ Р(х, у) =60, то ея уравневе пря полярвыхъ коор- 

дипатахь будеть (7058, гзш 9) =0. Пося®днее, когда первое — алге- 

бранческое, ив содержать непосредственно нолярнаго угла $, но только 
его тригонометричесыя лия с038, зш, такъ что даеть для ух, у 

один и тВ ще величины, когда 5 увеличивается нз Эл. Поэтому можно 

заставхять 8 варшровать только въ интервалв Эл или даже только въ 

пнтервал$ ==л, если ваести и отрицательные рашусы г въ противоло- 

ложность тёнь, которые при томъ же значени 8 будуть положатель- 

выми; дЪйствательно можно вядЪть, что точка, опредвляющаяся извег- 

ными значешями —», 8 двухъ полярныхь координатьъ, будеть такой же, 

какъ и та, для которой этн коорцинаты будутъ *, #--л. Выраженя 

1 6058, тзш& для хи у могуть быть прилагаемы и съ этини отри- 

детельными зиаченниа >; дёйствительно иножвтели 7 и 0038, тн Ш, 

изыЪняя здфеь просто знакъ, дають т же самыя произведен!я. 

151. Касательная, нормаль, подкавательная, дифференщаль дуги 

и ращуеъ кривизны при полярныхъ координатахъ. 

Пусть будуть Аб (йе. 31) кривая, разематряваемая при похярныхь 

координалохь, хи #— дв координаты какой-либо 2 язь ея точекь; 

+=/(9) — ея уравнеше. Взявъ на этой вривой оть точки 1 безко- 

нечно-малую дугу ЛЕМ! = 4, соотвфтствующую элементарному увелаче- 
по МОДЕР = 48 полярнаго угла, проведенъ затВыъ касалельную 7'17Р7”, 

норналь ММ н перпевдикулярь ТМ въ радусу-нектору, проходящуй 
черезъ полюсъ 0. Подкасительной ивзывзють часть ОТ этого перпев- 
дакулара, которая заключена между полюсомь и касательной, лоднор- 
малью — часть ОМ того же першендикуляра, которая идеть отъ полюса 
до нормали; наконець касательной и нормалью — отрзки, МТ и ММ, 

касательной и нормали, которые, начинанеь съ точки М контакта, до- 

стятають коящевь 7 и М подкаеательной и поднормаля, 

Такъ какъ радусъ-векторь ОМ ==» данъ, то вев эти прамыя легко 

могуть быть вычиелены, если узнаемь уголь У, который образуется 

касательной ТМ’, проведенной на сторовф, гдё 8 увеличивается, съ про- 

долженемь МР ралтуса - вектора. Но такь кавъ ОМ” совпадаеть 

въ предвлё съ ОМ, то уголь ОМТ, противоположный и равный У, 

А. И. НЕНАШЕВА. 15 
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можеть быть замнень угломь ОМ”Т; а если отложить ОМ нв ОМ’ 

(ли на его продолжен!) такъ, чтобы построить равнобедревный тре- 

утольнавъ МОЖ, безконечно острый въ О и имфюпуй слфдовательно 
уголь К замфтно прамымь, то этоть уголь ОМ’Т (или его прибав- 

лее КМ’Т) будеть однимъ изъ утловъ звыфтно ипрямоугольнаго 
треугольника МЕМ’. Кронф того сторона КМ’ послВянаго, разность 

= #" двухь послёдоватехьныхь редйусовъ-вевторонь ОМ, ОМ’ будеть 

равна +7’98 = 5 [’(8) 49, а другая сторона КЛМ почти прямого 

угла К, хорда дуги круга, опиеываемаго изъ точки 0, какъ центра, 
еь ОМ=к за ражуеъ, можеть быть въ предфяВ занзвена этой дугой 

ОМХа8 =»а8. Такъ какъ треугольнивъ М’”К М отличается, тавимь 

образомъ, сколь угодно мало оть праноугольнаго, то стороны его инф ютт, 
между собой или съ углами, если чеключить ошябкн, вулевыя въ пре- 

дваВ, тая же соотношевя, что и прямоугольный треугольникь, по- 

этону и ножЕо написать 
КМ=ЕМ!' &КМ’Т 

т.-е. 248 = (5 #) (5 Г) = (аз Г. 

Сявдовательно получаемъ: 

{5} 3 Т=/ ви [97:3 7-Г, У ато апе =. 
”' ’ +’ 

"Таково выражене угла 7, который опредфляеть направлее ЛЕТ’ каса- 

тельной. Изъ него ножно вывеети, какъ уже было сказано, ОМ, ОТ, 

ММ, МТ. Наар. треугольникь ОММ, прямоугольный въ 0, даеть 

ОХ=0М.вОмМм ‚(= 7) Бур" 

я мк =Уом*-- 0 = Уя,л. 
Поэтому если назвать для сокращен1я черезъ 8, поднормаль, черезъь М— 

норкаль и придавать поднорналя знакЪф при у”, или считать ее п0л0- 
я 

жительно, когда ея эзимуть будеть 9 -- а* И Отрицательно, когда овъ 

я 
будеть 8 — РУ то мы получанъ: 

(6) 8,5” и Хей, 

Дафферевщаль ММ’ — & дуги АМ=з, функши оть 9, получается не 
менфе легко, такъ какъ въ треугольник МАМ, безконечно подхо- 

дящемъ къ прамоугольному, получается въ предл 

ии-УнемЕ 
ила 

{7} 48—74 а = уу”. 48 = №49. 
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Вычислимь еще уголь смежности элекентарной дуга @ п для этого про- 
ведемъ черезь полюеъ О похвяшную прямую 0, постознне параллель- 
ную касательной №7” въ точ (у, 8), которую мы предстёвимь себё 
перем щающеюся вдоль кривой. Эга прямая 0# будеть образовать съ 
соотвётствующимь радусоме-вевторомь ОМ уголь Уи, сявдовательно, 

съ неподвижнымь направлешежъ Ох уголь 8 -- 7 ила 9 + аго Ро По- 

этому есди & увелечиваетсн на 49 или есля переходить оть М къ М’, 
то дифференшель +ОРа, искомый] узоль смежности, будеть послЪдо- 
вательно 

#— м" ед"? — зу’ 
ие яя 98. 49 -+- Чат, 99 - 

Накопець раздёлимь выражене (7) 45а на этоть уголь сиежвости 

и мы волучныь, какъ извфстно, радуеъь вривазны МС= П кривой дли 
разсматриваемой точки М (х, 8): 

<8) 

Это значене (8) откладывають отъ точви Л/(”, 9) на сторон ММ, 

хоторая образуеть съ МО острый уголь и хоторая есть сторона нор- 

мали М, вла на противуположной сторон%, смотря по тому, будеть ли 

это значеше положительнымь вля отряцательнымъ, т.-е, смотря по 

тому, будеть ли уголь смежностя @ (201) показывать при переход оть 

М въ М’ врашене касательной МТ’ въ сторону полюса нла въ про- 

тивуположную сторону и опредвлать вогнутоеть врпзой яз первой сто- 

ронф нла на второй. 

Прежде чЪмъ примфвять ЕБ лозариомической спирали главныя, тё- 

кимъ образонъ полученныя, формулы, разсмотримъ ту кривую, саную 

зам чательную изъ спиралей послВ нея, но напболве простую и отвры- 

тую первою, которая называется спиралью Архимеда. 
` 

152. — Спираль Архимеда и логариомичеекая спираль. 

Радзусувекторь вх спирали Архимеда и ломьрионь радйуса-лектора 
48 лоприемической спирали увезичиваются на количества, пропорио- 

нальныя соотеъьтетвенныямь увеличенямь позярнаю ума: таково опре- 

дфлене этихь двухъ санралей. 

Въ другихь словахь, если а вб обозначають два постоянныхъ, то 

уравнене спирало Архимеда есть г == а --в, & ураввеше логариомн- 

ческой спирали есть 47 == аб. --6 пли 7—6 +2. Постояквое а мо- 

жеть быть принято ноложительныхь, такъ какъ, если бы оно не было 
15* 
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завкимь, то для этого достаточно было бы пережвнать направлен, по 

которому считаются положительные полярные углы, или замёнить 9 

черезь — 9, для того, чтобы члень аб изы®нился въ (—а} 9; в это 

дВхаеть положительнымь коэффищенть при $. Что касается до постояв- 
наго 5, то надлежащее измфнен!е полярной осн заставляехъ его увичто- 

житься. На свмомьъ дёлЬ, представимь это постоянное черезь —@8., 

вазывая черезъ 8, его частное отъ дёлешя ва — а, и выберемъ за но- 

вую ов Ох’ (5.31) прямую, выходящую изъ полюса, волярный уголь 

которой, по отношению къ Ох есть 8, по величин п по знаку. Если мы 

обозначимъ черезъ 8’ новый полярный уголь ОМ, равный #ОМ--702' 
пли 8-8, то, очевидно, мы будемъ имёть: 

а -=а(8—8,) = 99’ 

и соотвЁтетвенныя уравнешя двухь спиралей едфютея: т —= 29’ в 

7 = 628”. Въ этой-то крайне простой формв обыкновенно я беруть ихъ, 
предполагая при этомь, какъ видно, производство наддежащаго изи8- 

неня похярной оси иди, что то же самое, выражая ирн кривой и при 

оси 0х” вращеше звокругъ полюса, равное 9,, въ направлевши отъ 0х” 
къ 0х, которое уненьшаеть на, 8, полирных оси всфхъ ратусовъ-векто- 

ровъ; но тогда можно выбето $’ взать 8, хакъ кан полярная ось — 

опать 0х. 

Замфтимь для этой пли, что первое уравнеше зогарномической 

спирали, 6298, можеть быть нацисано также и черезь и-= еб 
плв х— Кё?®, есди назвать черезь К положительное количество еб, 
зроизвольно взятое между 0 Е со, когда В находится между — со и сс; 

отеюда слёдуеть, что вращеше 8, которое приводить радтусы-векторы 
18-5 въ 213 въ каждомъ паправлент пространства, заключается въ дВ- 
лени ихъ на К. Поэтому, хозда удлиняють или ухорачивають вь какома- 

дибо однань и томь в отношенёи вс раддусы-векторы лозариомической 
спирими, то получають ту же самую спираль, хоторая повернулась 
только вокрутз полюса на уюль, проиормональный лоариему этою 

отношеня. Но если заставать вартяровать такииъ образом пропор- 

цонально раддуеы- векторы и слёдовательно, всё эдементы 43 данной 

кривой, не изыфняя ни одного угла, то мы получимъ кризын, которыя 

подобны данной. Поэтому, подобныя левриемичееня спирали равны 

между собой; и, 80 всякой лозариемической спирали деь ду, видиныя 
изь помюса и0фь однимь и тъмь же умом», но совершенно произволь- 

ныя, яодобны между собой. 
А это, очевидно, подразун®ваеть то, что вЪ хлогариомической спя- 

рали существують радусы-векторы везхь величинъ и безконечность 069- 

ротовъ. ДВйетвительно, если заставить 9 уменьшаться отъ + сэ до — со, 

то 7-й уменьшается безпрерывно оть значеня -- со вплоть хо пре- 
дфльнаго значешя 0, велдетье чего кривая опнсываеть безконечное 
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чпело микроскопическихь оборотовь вовругь полюса. Посяё дай, по- 
этому-то, и называется ассимитотной точкой, ` 

Самое замфчательное свойство Архамедовой спирали заключается 
вЪ томъ, что, такъ кашь производная ’ пая /" (8) обращается въ Е0эф- 
фищевть а, то поднормаль постоянна по нервой формул (6). Это свой- 
ство позволяеть иросто построить нормаль в, слфдовательно, касатель- 
ную хь спирали Архимеда, 

158. — Характерное свойство касательной къ логариемической 
спирали. 

Поищемъ, подь какимъ угломъ У’ радусы-векторы т, будучи про- 
должены, пересвкають логарнемическую спираль, уравнеше которой 

есть 7—8 плв, что приводать въ тому же, какой уголь образують 
эти ражусы съ соотвфтетвелными касвтельными къ Еривой? Еели про- 
дчфферениироваль выражеше 7’, т.-е. 627, то подучамь г’ = 629 — ау и 
по (5) котангевеь угла Г обращается въ а. Поэтому, лаариемическая 
спиртль пересънаеть веть радбусы-векторы подь постолннымь умомь. 

Но это можно было и предвидёть, если замВтить, что части лога- 

риемической сиврали, занкмающ, если емотрёть изъ центра, одяо и 

то же угловое разстояще, но будучая совершенно произвольными, — по- 
добны и располагаются тоже подобно посредством простого вращеня 

вовругъ полюса; & мы знавиъ, что подобные углы въ водобныхь фигу- 

рахъь равны. 

Обратно, свойство пересёкать радусы-векторы подъ постояняынъ 

угломь ве принадлежить нивёвой другой врявой, какъ только лога- 

риежической спнраля. ДЪ№йЙетвательно, если бы вдоль всей кривой 
‚’ ах _ 4.а8 

9 — ав › т 
двз функщи 17 и а8, имвюция ностояяно одну и ту же производную, 

могли бы различаться только на постоянное $; почему и получается 

97а +5. 
Частное звачеше, самое зам чательное, какое только можно дать а, 

есть нуль. Тогда с 7=а уначтожаетея, и У = прямому углу; это-го 

и есть характерное свойство круговъ, описызаемыхь воБругь нолюса, 

какъ центра, тажъ вакъ соотношене св 7 =0 заставяяеть, по (5), 

положвть =’ =0 вла ==60136. Тавимъ образомъ, когда а — безвонечно 

мало, хогариемическая спираль пересфкаеть поль прянымъ угломъ вс 

радусы-векторы, и вя обороты дЪзаются кругами, Яеко, что разстоаше 

+= до полюса увеличивается тогда съ безвонечной медленностьр 

и спираль составляется изъ оборотовъ, стагивающихся другъ въ другу 

и равнозначущахь групи концентричесвихь вруговз, опясываемыхь 

вокругь полюса, 

< 

+ 
сов У == 0036 в, или, если бы, по (5), ра, те. 
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154. — Радруеъ кривизны и эволюта логариемичеекой опирали, 

Уравнеше г— е"9, дифферевцированное два раза, даеть г’ — ае“®, 

+" — зе? и, слдовательно, г’2= у”. Тогдв знаменатель выражен (8) 

радусь Д кривизны обращлетея въ ур у’? и получается, если при- 

нять во внимаве второе (6), В=И--»” — М кань по пелачив В, 
такъ и ло знаку. Но это можно было бы видёть еще болёе непоеред- 

ственно, если бы замфтать, что постоянство Т’а обращаетъь уголь 

смежности 4{8-Н У) въ @8 в, сяфдовательно, рамусъь П вревозны — 

. 4 . 
въ отношеве.„„, которое равняется № по нослёдней части (7). По- 

этому, 85 доарионической спирали рабусь круа-касательнию фравень 

нормали, в центрь кривизны совпадаеть в концонь поднормали. 
ПослВ этого поащемь уравненше эволюты, т.-е. мёсть центровъ 

кривизны 0. Ихъ полярный уголъ 200, который 

жы вазонемъ черезь 8”, равенъ, кар видно, 

=. 53 

Съ другой стороны пхъ радусъ-векторь 00, 
ве что иное, вавкъ поднормаль, иззеть для 

своего выраженя, по первой формул% (6), про- 

изводную г” == 2618 — 6" +184 родуса-вевтора, 
ОМ. Будемъ обозначать его черезь »’ п, вы- 

в. 32. ражая 8 въ видв фувкиш отъ 9”, какъ уже 

намъ случалось двлать, будешь имфть, между 

двумя коордиватахи ”’и 8’ цевтровъ С’ кривизвы, уравнев!е оволюты: 

ОМ МОСнаи 9 +5; поэтому 9 = 9’ — 5. 

„м ‚п, ща иде (+). 

Въ этой кревой можво узнать логарнемичесвую сппраль, описанную 

вохругь того же подюса, зто и предыдущая, и, если считеть полярные 
: л 16а 

Углы, начиная съ радлуса-вевтора, при которомъ имфютъ ==— в’ 

двлающуюся тавой, что п предыдущая " — ей но отношению въ оея 0. 
Поэтому, лозариомическая спираль имъеть за эволюту такую же кри- 

вую, получаюийуюся, если заставить ве повернуться провто, вокруз 

я 168 . 
полюса, на уюдь &- ео в направлещи, по которому увеличиваются 

ея ра усы-векторы, и считаются положительными полярные умы. 

Если бы постоянное д было хакнмъ, что это вращене обращается въ точ- 

ное чнсхо п оборотовь, то рамусъ-вевторь ОС, равный 88’ 2%), 
совпадать бы съ радрусомъ-векторемь данной спярали, полярный уголь 
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которой есть &’—2ял, и кризая была бы по отношеню въ самой себ 

своей собственной эволютой. 
Любопытно, что нвиболве замфчательныя дв® зинш, разсмотрьн- 

ныЯ въ этой главё, именно дизлонда я догарпеничесвая спираль, обла- 
далуть одничь и тёиь же свойствомь — имёть за эволюты кривых, кото- 

рыя равны име. 
Легко понять, что не только конець С’ поднормали, но я воненъ ТР 

подкасательной описнываеть сипраль, подобную предыдущей; и мы ви- 
двли раньше, что встрёчаются опать съ той же самой кривой, вогда 

хотятьъ построять друмя, которыя подобны ей. Общ харавтеръ лога- 

риемической спирали завлючаетея поэтому въ сальном® стремленя снова 
появиться посл своихь изыфаенй, приводящемь къ тВмъ двумъ со- 

относительныхь свойстважь, которыми обледають экспонентныя колв- 
чества, нненно свойствами возрождаться пра хифференцировав:я и пере- 
ножатьея между собой отъ простого сложен своихъ повазателей (когда 

они ны$ють одно и то же основан). 



"ГЛАВА ХИ. 

Пространственныя кривыя: касательная и *особенныя точки, дуга, 
нормальная плоскость, плоскость-насательная, главная нормаль и 

бинормаль, 

155. — Уравненя проетранетвенной кривой. 

Лишя, которую можно всегда представлять, какъ путь движущейся 

точки и какъ пересёчене двухъ поверхностей, называется простран- 

ственной кривой, когда четыре послздовательныя изъ ея точект, взятыя 

какъ угодно близко другь оть друга, не содержатся въ одной п той же 

плоскости, тавъ что четвертая выходнть изъ плоскости, проходящей 

черезъ три первыя. Такую кривую, АВ, какъ мы дфлалн при илос- 

костныхь лишихь, взятыхь произвольно въ пространств, отвосять 
къ систем трехъ прямолинейныхъ осей Ох, Оу, Оё; п важдая изъ ея то- 

чевЪ, кавъ вапр. М, опредфляется своимя тремя координатами ОР =, 

Рт-=у, тМ нлп Ри’. 
Когда лив{н считаетея опясываеной мобилемъь М, то эти три коор- 

данаты х, у, 2 д®лаются, какъ мы это уже видфхи (стр. 20), тремя 

функщями времели 2, могущими быть произвольными, если вривал сама 

произвольна, НПосяфдиня иыфеть зотда слёдовательно тря уразненя 

форвы х=1(), у=Ь(, #=Ь0(@, которыя выражеють въ одно 
п 10 же время частный слособъ, по которому она онисанз. Точно такъ же, 
несмотря на яхъ симметрию но отношению в 2, у, 2, или на авалогю 

рохи, которую нграютъ три кобрдинаты, тогда кавъ роль независимаго 
перемфнивго предназначена времеяи:{, риоляё овредфяяющему эту ©9- 

зершемно спещальную роль, единственную во своей натурв, абсолютно 
отличной оть натуры 2’а, у’а, га, — эти уравнешя довольно рёдко бы- 

ваютъ наиболёе простыми, а въ премёфненяхь ихъ предпочитають брать 
только коордвнаты 2, у, # точевъ кривой, чтобы откинуть то, что стало бы 
ивы нятьсяесо способом образовашя. Поэтому, исвлючанигь #, получая, 

напр., его значене въ видё фубкщи ха изъ перваго уравнешя 2 ==} (0) 

Е Подставляя его въ ха круга. Тогда, чтобы предетввить вривую, мы 
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получаем» два только уравкешя формы у==-/(%), х==4(2), ГАВ дьЪ 
фуньщи Га ф могуть быть какими угодно, такъ какъ он не отлича- 
лись бы оть двухь, остающихен произвольными, Ви, если бы за- 
ставить врввую образовываться таБамь образомъ, чтобы было посто- 
янно #—х. 

Эти два уравнения у (2), г==$ (2) вполи% опредфляютъ всякую 
взтвь иривой, пересфкаемую въ единственной точ 1/ водкой плос- 
костью тРи’, параллельною къ уг; ДЪЙСТВиТельно, КакЪ УОлЬЕО отв 
плоскоеть будеть дана вла узнаетен ея абедеса 2, сейчась же точка 2! 

АЯ 
ету) 

кривой будеть лайдена, если провестн одну за другой найденныя 

координаты Рь-=у=={ (2) и мМ-2==9(2), слёдуя соотвтствен- 
выми направленимя буи 0х ихи ихъ противоположными (если у их 

отрицательны). Наобороть, можно видЪть, что всякая вБтвь вравой, 

строащаяея въ то же времл, какъ в система осей, способна, по врай- 

ней м%рё эмпирическимь путемь, дать эти два уравнешя у — (5), 

#=9 (2), такъ какъ тогда достаточно узнать ОР яли 2: для того, чтобы 
плоскость тРи’, пересзкающая кривую, опредфтила ЭГ и, слёдова- 

тельно, 7.07 ила г и Рт яди у: уие дблаютси, олЪдовательно, двумя 

извфстными фунешамн ла, Когда нФеколько вЪтвей кривой овружають 

однф и т же точки оси 0х, т.-е. инфють однф и т же абсияесы 2, 
то функщи /(2), Ф(т) содержать болфе одной сен различныхь значе- 

эй, но на яяхъ всегда можно снотрёть, каЕЪ на вполаф опредфленвыя, 

разематривая лижь серю, относящуюся вЪ разоматриваемой въ данную 

минуту вфтви. 
Дь$ координвты точки М, хиу нзир., будуть тавямн же коор- 

даватаня ея яроекии т на плоскость этвхь коордннать или ау’овъ, 

проекши, получающейся, вели провести параллель Л/ю къ оси 0 третьей 

координаты; эту проевцо я буду называть облической всяжЙ разъ, какЪ 
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эта ось не будеть нормалью вЪ двумь прочимъ, для того, чтобы отли- 

чать ее отъ обыкновенной нли обтозональной проекшя, которая будеть 
основашемь перпендикуляра, опущеннаго изъ 4 н& плоекость. Точно 

такъ же я буду называть обзической проекщей точки 17 на одну взъ осей, 
на ось х’овЪ напр., точку Р, получающуюся, есля провеста черезь М 

плоскость АЁнР, не вормальную въ 0х, но параллельную къ плоскости 
другахь воордиватъ у, 2. Эти названя будуть распространяться крон 
того я на аналосичныя проекция какнхь-угодно фагуръ, воторыя будуть 

всегда иъстами точенъ. 
Уравнене у==7(ж) есть, слфдовательно, уравнен!е облической иро- 

еЕЩи аб Еривой АБ на плоскоссь хуовъ; точно тавъ же другое урав- 

вене #= (2) из Ри’=ф (ОР) есть уравнеше облической проеки!и 5” 
кривой АБ па плоскость х’овъ. ВЪфтвь проетрапетвенной кривой АВ 

таким образомь оиредфлнется носредотвомь свопхь облическихь про- 
евШй аб, а’Ъ’ на дзЪ координатных плоскости; и каждая, Л/, изъ ея 
зочевъ подучаетен посредотвомь поетроешя параллелограмиа Ри’М, 
двЪ смежных стороны Ри я Ри’ котораго суть, въ двухъ соотаЪтствел- 
ныхь плоекостяхь этихъ двухъ проек, ординаты ун2 точевъ т ий’, 

вифющихь абециссой х=ОР искомой точки М кривой въ простран- 

ствф. Когда эта кривая — прострачетвенная, то невозможно, чтобы она 
пила даже очень малую дугу (которая содержала бы ностоянио без- 
конечность посдёдовалельныхь точекъ) въ плоскости 2.’ я, при абс- 

циссф х на всякой вфтви, какъ АБ, существовали еще други, крож% Л/, 

точки, 
Чтобы ливя сдвлалась плоскостной и содержалась въ пхоскоств, 

параллельной уг, надо было бы, чтобы абецисса 2, приведенная въ 10- 
стоянному зпаченю, сдфлалась неспособной птрать роль незавиевмато 

пережфннаго; но тогда проекщя (ортогональная или обличеекая) кривой 

на плоскость утовъ была бы, очевидно, параллельной я равной ей. 

Сотбдовательно иё эту плоскоеть уговъ проектировали бы данную кри- 

вую и ограничивальсь, бы при разенотрвии ея только ен уравветемъ 

между у и г. Что же касвется до ея проекщя иди на влоскость 2у’овъ 
или на плосвость шговъ, то оная обралнаась бы въ прямую ланю. По 

случаю поелдияго-то обстоятельства плоскотная кривая и называется 
вривой с иростой кривизной. Отсюда вытеваетъ, что, такъ вакъ при 

разематраван!н кривой необходимо разематризать вообще дв плоекоет- 

ныхь проекщи, то одной лишь, надлевашаыъ образомъ выбранной, 

достаточно, чтобы узнать плоскостную кривую, такъ кавтф другая, кото- 
рую ножно было бы связать съ первой, есть прямая лин. Иначе говоря, 
тахая лини является въ видфь кривой на одной изъ двухь плоскостей 

проекц, о которой идеть дЪхо, и безь кривизны на другой. Напротивь 

пространственных лини назызають кривыми 6ъ двойной кривизной, 
чтобы выразить, что он всегда вихимы подъ форжой двухь кривыхь, 

воторыя суть изъ проекци на двухъ какахЪ-либо плоскостяхь. 
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Два уранненя у-=/(2) и 2=9(2) муть быть разсматризаемы 
еще, какъ ураваешн двухъ иилиядровь иля скорфе, двухъ цилиндриче- 
скить поверхностей, ВА я а®’ВА, образуюнИя которыхь, твкм, 
вакЪ и М и ’Р, соотафтетаенно нараллельныя къ Од и бу, упираются 
зъ дв проекщи 06, а’б’ даяной кривой АВ; послёдняя же, нфето то- 
чекъ, воторых принадлежать обфимь ныъ или которыя удовлетворяють 
выфотв отимь уравнешямь, сеть пересёчеше двухь цилиндровъ. Но 
засто представляется удобнымь замбнать подобные цилиндры группой 

двухь другихь новерхностей, пересфченя которыхь содаржать эту ври- 

вую и уравнев!н которыхь будуть формы Г(х, у, 2) =0, Ф(а у.) =0 
©ь двумя первымн частями Р я $, которыя суть безпрерывныя функ- 
за, инфюпя первыя производныя безпрерывнымя при всевозможныхь 

вонечныхь значеняхь перенфиныхь 2, у,2. Тода переефчеше, предстан- 

даемое системой пербшенныхь уравневйй 2(х, у, 2) ==0 и Ф(з, у, 2)=0, 
будеть вообще кривой безъ начала п копа, безъ раздвоев!я и кодфиъ, 
въ которую соединяются, слфдовательно, ве БЁтви, соединен кото- 
рыхъ можеть образорать ветесявенное изьзое; эту кривую предетавляють 
отдльно явныя уравнеын у=/(, #=$(<), когда Г(2) иф(2) со- 
стоять, папр., изъ радикаловъ съ кратныма знаками. 

156, — Касательныя иъ проетранетвеннымъ кривымъ. 

Илен существовашя опредфленваго направлевя, и, слёловательно, 
касательной въ каждой точи® (т, у,2} пространственной кривой непо- 

средственпо завлючаетсн въ пашезъ представлен. © всяБОЙ Ерявой 

лянн. Между тёыь елфдуеть замётить, что было бы достаточно выть 
эту идею относительно плоскостныхь кризыхъ для того. чтобы распро- 

стравить ее и на простравствевныя вривыя. ДЖ вствательно, если раз- 

сматривать въ двухь илоскостныхь провкшяхь 46 н.а’ (5. 38) 

пространственной хревой АБ дз безкопечно-малыя хорды тй в ХА’, 
продолженных до фи #, проекцуя безконечко-налой хорды 41, продол- 
женной также до 7, кривой АБ, то будеть достаточно, чтобы эти дв 

васательныя яли предфльныя положения тё, т’? сВкущяхь къ нлоскост- 

ныхъ кривымъ были вполн% опредфлены, т.-е. чтобы направлен все 

болфе к болфе меньшихь хордь иыфло. въ тр и я’ овредленный пре- 
АЗль, дая того, чтобы положещше МТ не менфе было ненодвяжно, 

въ виду невозможностя вар!ирован:я ея безъ одновременнаго варйтрованя 

по крайней мёр® одной изъ своихъ двухъ облическихь проевшёй 45, а’5”. 
Итакь кехачельная МТ къ пространственной кривой существуетъ 

и иыфеть за обличесня проекщи касательных 5, т’Ё, проведенныя 

къ зналогичнымь проекщямъ этой крявой. Если х,, у, 2, — координаты 

какой-либо Т изъ ея точекъ (нли подемжиныя координаты), то 2. пу, 
2 и 2, будуть соотвбтотаенныхв координатами а и #’а и васатель- 
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вая МТ будеть пыйть за свои уравнешя — уравнетя сноихь двухь 
проекщй 218, ’?’, именно, если назвать черезъ у’, г’ дв производныя 

фуншИ у=/ (2), 2—4), 

1) и у= У —2), ила — а). 

Но если кривая АВ разсматривалась, какъ траекторфя мобиля М, или 

если х, у, # дВазлись тремя данными функщами 5=4(), у=р(, 

2=7() вепомогательнаго перемфивато $ то можно прямо замфтить, 

что вдоль прямой МТ три разности, 2, —2, у,—у, 0) —#, облаче- 

сыя проевшя Л/Г”а на тра оси, сохраляють между собой одия и т же 
отношеня, когда точка 7 перембщается, и что онф схфдовательно про- 

порщовальны своныъ значенянь 4х 'й, ду — у’, @г==24’4, отпе- 
сенныхь къ моменту, когда точка 7’ находитсх во второмъ ковцё К 
безконечно-малой хорлы МЕ. Цоэтому мы получямь, кавъ уравнеше 

Басательной, 

(2) 

отношевя, которыя вволи® обращаются въ (1) по услоыю #=5 

т.-6е. когда мы иыфемь х’—1 и когда уг дфлаются фувкщами 2’а. 

Нанонець, если данвая лишя АВ опредлена, какъ пересфченю 

двухъ новерхностей Р(х,у,г) =0н Ф(х,у, 2) -=0, ТО нхь касательных 

въ (2,9,2) плоскоети, соотвтственныя мёста касательныхь, проведен- 

ныхь въ этой точвВ къ кривымъ, перекрещивающимея на каждой но- 

верхности, — должны будуть всегда попарно, такъ кавъ АБ будеть 

принадлежать заразъ двумъ поверхпостяыъ, содержать касательную МТ, 
которая будетъ, слёдовательно яхь пересёчешемь. По ураввеню васа- 
тельныхъ плоскостей, доказанному въ начал этого курса*), два урав- 

нев{я касательной будуть: 

9Е ЭР 9Е 
Е “-Э-, и, в-9-0 

(3) 
9Ф 9Ф 6$ 
да @1 - ИУ 0. 

Но ихь можно было бы вывести напр. изъ (1), если бы замв- 
чить, что дв производныя, у’, 2’, пеявныхь функц у, 2 оть х, опре- 

*) Это уравнеше въ употреблнемой здвсь фориё было доказано только во второй 
части (№ 42*); {но чтобы вылести эту форму изъ навбодфе простой (17), данной 
въ № 41, достаточно похотавить вибсто частныхь производвыкь ри 4 ординалы 2 
икъ полученных значешы, какъ мы видблн это въ № 66, дифферепцируя ио отноше. 
НО к ди къ у уравчеще Р--0 иди Ф = 0 поверхности. 
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длающихся соотвошенями =0, Ф-=0, вытекають изъ двух яро- 
изводныхь соотпощенй: 

, бе, 
м 

если умножить поелёдая ва 2—2, то произведея у’(м— 2) и 

#'’(д.—=) будуть исвлючены отсюда посредствомъ (1), а это даеть 

уравненшя (3). 
Въ конц ковцовъ замфтамъ, что, если начиная съ точки М (@&. 34) 

взять очень малую дугу кривой, МГ; обличесвм проевши которой 

будуть #1, в/Г, яеели измврять въ плоскости #07’, параллельной уг-ауЪ" 
соотвтетвенные отрёаки Г.Р, И, Г межу ихъ вторымв концами и ка- 

сательными МТ, 9%ё, т, проведенными въ первымь М, з\, м’, то 
эти отрззки будуть такого же 

порядЕё въ пространственной ври- 

з0й, КАБЪ ВЪ ПЛОСБОСТВЫХЬ Ерн- 

вых» ихъ проекии, т.-е. вообще, 

второго порядез, или сравниваемы 
съ квадратами или дугь МХ, #Ё, 

т/Р, вли икъ облической проев- 
ци РО на ось абецасеь 2, раз- 
стоявй вообще порядка нормаль- 

нато разстояя между двумя 
параллельными плоскостями. Ри’, 
1017. На самомь дблВ отрёзовъ 
РТ въ простроясхвенной кривой 
есль магональ параллелограмиа 
`СТО"Т, построепнаго на двухь Ре. 34. 
сторонахъь ТС, ТС’, равныхь и 
ивраляельныхь отрёзкань Й, #Г, илушемь по Оу и Ох и принахлежа- 
щамъ двумъ вравымъ аб, а”. Но такъ какъ уголь СТС’ или уОг не 
безконечно соеёденъ нн съ нулемъ, ни съ двумя нрямыми, 10 ясно, 
что датональ Г.Т есть норядка наибольшаго изъ отрёзковъ И, РИ. 

То же самое доказательство, очевидно, могло бы быть приложимо, 
если бы касательная МТ была замфнена какой-либо ланей, выходящей 

язъ М, а тр т’ соотв тетвенныхя проекшяхи этой лиыи ва даб 
плоевости ху’овъ п да‘овь. Оно показывало бы, что отрёзокуъ этой лини 
съ давной МГ, измёряеной въ плоскости ГР, быль бы сразниваемь 

еъ напбольшныь изъ двухъ аналогичныхь отрёзвовъ его двухъ проекшуй 

съ проекщяин "1, м’Г кривой МХ. Иначе говоря, зорлдокь контакта 

двухь кривыль в5 пространетаь есть порядок» изъ соотвзытствениыть 

проекий на деь хоординатныя элоскости, кофа отртзки 65 этиль 

двуть паоскостять взаимно сравниваем. 
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158. Безнонечно-малый параллелепинедь и косинусы - директоры 

касательной; дуга, какъ независимое перемфиноев. 

Вычнслек!е дафферевшала хугя 5 кривой привело насъ, въ началв 

этого курса (стр. 40), въ построешю, которое вполя доказываетъ отио- 

щен!я, существуюцщия между направлешень касательной или элемента 5 
кривой, выходящего изъ точки (2, у, 2) контакта, и направлезйями осей, 

Это построеме заключается въ параллелепинед®, квоторый, начиная 
съ вершивы № (2, у, 2), пыЪеть за дегональ тоть же самый элемевтъ 

4 -== ММ’, способный въ предвлв совпасть съ своей хордой, и за 

ребра — своя три (обличесыя) проекщя, 4х === МР, ау= = МО, 
4г= Е МЕ, на три параллели къ осямъ, вроекщи, которыя беруть 
положительно влн отрицательно, смотря по тому, будуть ли он, на- 
чиная съ М, направляться въ снысдф положительныхь 4’овЪ, у’овЪ, 7'овъ 
или въ смысл отрацательныхь 2, у, 2. Такой парзлхедевииедь, кото- 
рый можно было бы, для простоты, обратить въ тетраедрь, инф ющ1А 
за ребра, выходящя изъ точки (х,у,2), элешенть 43 -= ММ’ съ его 
двумя (облаческими) проевщяни на пряную МР, параллельную изъ а^амъ, 
и на плоскость РМО, нараллельную ху’амъ,— очевадно, булеть пепол- 

вять пра простренственныхь кравыхъ ту же роль, что безконечно-малый 
треугольникь Барроза (стр. 186} при плоскостныхь кривыхъ. 

Огравичнися частнымъ случаемъ прямоугольныхь осей для того, 
чтобы 42, ау, 42 были ортогональнымн провкшями 45’ё; и назовенъ 

черезъ ©, В, 7 три угла, которые образуеть съ положительными осями 
л’овъ, у, 2, прехставляющинвся свонии паредлеляхя, выходящими 
нвъ ЛГ, касательная, продолжене хорды 45 ММ’. Такъ кавъ эти 

углы именно тВ, пожъ кавами 95 иметь за свои проекци по величан® 

и знаку 4х, у, 42, то послВдЕн соот тетвенно равнаются 09 воза, 

956058, 986037; и три косинуса-директора касательной, слёдовательно, 
выражаются формуламя 

(6) тд 

а; — У Ча д а 

Каеательная ТЕНЬ образомъ проведена въ томъ же самомъ на- 

правленв, по которому кривая описвав движущейсн точкой, т,-е. оть №, 
тд® координаты х, ур, къ №, гв онф 2. 42, у ау, г-- @а п ТВ 

(какое-либо) независиыое перемфнное # увеличилось на положательное 

Количество 4 въ то же время, кащъ уже пройденная дуга $, которая 

берется здфеь по абсолютной величнн, увелячилаеь на таБ0е же похо- 
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жительное количество 45, Слёдовательно, если въ формулы (6) подета- 
вить вифсто 4х, Фу, @г, @5 произведен я на 4 соотафтотвенныхь про- 
ИЗВОДНЫХЬ 4’, у’, д’, 5’, то радикахь Уз? Ру’ р” зпачене з’а, 
должень будеть быть взять по абсолютной величин, тогда мы бухенъ 
иыёть въ нВскодько сжатой, уже знакомой ламъ, формВ 

(1) ОТВ И у. 

Эти формулы еще болфе упростятся, если взять # =, какъ это уже 
было указано нъ № 15 (стр. 41), т.-е. если выбрать дугу 5 за незавн- 

сямое перем вное. Тогда #’=1 и получается 

(8) сова’, созб-у, совр”, с ау Е, 

что уже выражалось пра зейбняцонскомъ обозпачеши раземотрёяныил 

формулами (6). Поэтому, кода беруть при прямоуюльныхь осять дузу зе 
независимое перемтнное, по первыя преизводныя трель координать 

выражаютв косинусы директоры касательной; а извъетное услове, 
8» виду которало квадраты трехь косинусов -директоровь импють 

в5 суммь единицу, дълается просриямь соотношещемь между этими 
тремя производными. 

Мы уввдимь вскорё, что эти упрощеня но еднветвезны и на- 

сколько взяМе дуги за перем нное упрошаетъ вообще выражен!е свойств 
пространственныхь кравыхь. Гланное заключается въ толъ, что сумма 
’А-- у’? =" праводется тогда постояно къ единиц. Изь этого 

слёдуеть нанр. то, что производная отъ х’®-- у’?-Н 2”? вдоль дуга, 
именно удвоенный трином» х’х”-Ну’у”--2’2”, тождественно уничто- 
кветея; ноэтому можно, прилагая къ посдёднему соотношеню (8} это 

свойетво, которымъ опо обладаеть, написать двё формулы, часто упо- 

требляемыя, ВЪ ВД 

(9) ура а" 0. 

159. — Иормальная плоекоеть. 

Если черезь точку М(х, у, 2) 15. 35} пространственной кривой АБ, 
которую вообще представяають тря уравнешя формы х — /, (1), у==А (8, 

2—1), провеста во всфхъ возможныхь направлевныихь мормали, 
хавъ ММ, къ этой кривой, — то мы пойненъ, Что эти перпевдокуляры 

въ касательной МТ имють за геометряческое мЪфсто плоскоеть Р©, 
перпендикулярную нь МТ. Этв плоскость называется нормальной въ ри- 

вой въ М. Образуемъ ея урзвнеше сначаха при усломи облическихь 

осей. Какая-либо, №, изъ ея точекъ, коорлвиаты (подвижны коорди- 
аты плоскости) которой я назову черезъ х;, уу, 2, будеть харавте- 
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ризоваться тиф, что она будеть вроектироватьея въ М на касатель- 
ую МТ пли что. пряная ММ, соединающая ее съ М и выёющах свой 

три облячесыя проекщи н® оси въ 

“ Т вв аб а мб да, 6} 
деть имфть свою собственную (нор- 

их мальную) проекёю на МТ равною 

нулю. Ио извВетно, что отв проекщя 
прямой ММ на другую прамую МТ, 

косинусы-директоры которой я ва- 
зову черезь 05а, 6088, ©0837, 
есть сума проек (7, —2)е03а, 

(и — 96058, (1) —2) 087, на эту 
д прямую, трехъ сторонъ ломаной ли- 

ниш, идущей оть М въ №, сторонъ, 

соотетственно параллельныхь осамъ 
а?овъ, у, 2 в раввыхь я, —9, у: — у, 

#:-—2. СяФдовательно уразненемь 

у И. 35. * нормальной плоскости будеть 

(т, — х) воза (у, — у) 6038 - (а, — 2) 0087 ==0. 

Если же оси прямоуюльны, то оно слёлаетея, есян замнить, по (7), 

505 &, 6038, 037 тремя соотвВтственными производными 5’, у’, 2’, 

(10) ии и@-д=0. 

180. — Плоскость-касательная; ея главныя свойства. 

Взаявъ какую-либо систему прямоугольныхь или обличеекяхь осей 

Ох, Оу, Ог, замтимъ, что плоскость проходить черезъ три очень со- 

сВдыз, но проязвольныя точки кривой, соотафтотвуюния ‘тремъ мало 

разнящимся между собой значещямь $ & +. #4’ везависимаго 

веремёниаго, точки, имфюная координатами соота®тетвенно х, у, 2; 

х-- 42, уу, 24-42; «Ах, у 4’у, #4 4’ё. Легко видфть, 

что эта плоскость, каковы бы ни были взаимных отиошеня разетоянй 

между тремя точками, будеть стремяться въ предёльному вполнё опре- 
ДФленному положению, если заставить всё три точка стрениться ЕЪ одной 
чолько, уничтожая безконечно-малыя Ди 4’$, а сл8довательно, и 4х, 

Ду, Да, Д’г, Д’у, 4'2, 
На самомъ дёл пусть д, у, г, будуть подвяжными координатами 

плоскости какого-либо направленя, проведенной черезь (х, у, 2), и 

@1) А — Ви — У+Ов-—=0 

ея уравнене, въ которомъ три коэффищента 4, В, С (взатые по 86с0-` 
лютиой велячин® сравнимыми съ единяцей) опредёляли бы направле- 
ще няоскости своими взазмнымн отнощешяын, ваторыя одни и разема- 
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тривають. Выразить, что эта плоскость есть именно та, которую хо- 
татъ провести, ялн которая проходить черезь точки (х- Де, у-- Ду, 

я-- 48) п (х-- 4'х, у--4’у, #-- 4’), очевидно, звачатъ нанисать, 
что это уравнене: удовлетворяется, когда л, —2, уу, д 2. В 

даются или 4х, 4у, 48, или 4’, 4’у, 4’5. Такъ кавъ двв уравневя 
опредёляють взаимных отношеня между Л, В, (, то, сябдовательно, 

ААе-- Вау ОЕ 5, АА’ х-+ ВА’ 04! —0. 

Ихь можно раздёлить соотвфтетвенно на 4ёя 4'# и подставить затВытъ 

виФето второго его разность съ первымъ; а это дасть 

де Ау 48| - 
АВ +бщ=0. 

©» 4”. 7: д. А. 4'. .. ыы 2) 949 2 _ 4 
(1 7) + 2 2) у 6 (> п) - 6. 

Но предполагая безпрерыяныме нз разсматриваемомъ протажени 

нервыя и вторыя  вроизводвыя фунеш 2, у, 2 оть #, разложвыь по 

фориуль Тэйхлора малыя увеличоня Дл, Ду, Да и 4’, Д’у, 4’5 этихь 
фувкйй при двухъ соотафествеявыхь уволиченяхь Дё, 4’ неремвя- 
ваго. Если мы назовемь черезь 2’, у’, 2’, 2”, у”, #” производныя двухь 

первыхь ворздковь оть х, у, 2, взятых при точи® (2, у,2) кравой лы 

ири значення & перемфвнаго, съ котораго считаются эти увеличена, 
то мы будемь виёть въ сжатой фори&, представляя просто нфоколь- 

кими точками дополнительные члевы, отношеые которыхь къ (4%) иди 
въ (4) будеть нуленъ въ предёаЪ, 

, < [млн зоне лет Мб. 

а (ан 
а, и, у ВА-Не, 

Наконещь, эти значеня, введенныя въ оба уравненёя (12), приведуть 
ихъ, посл дёзешя второго на 1 (44—48) в конечнаго совращешя, 
эъ каждомъ, членовъ, совокуиность которыхь уничтожается съ Ди 
А}, въ уравненаыхь, вообще отлачающимся другь оть друга, 

(14) Ах’ БУ С 0,. дя” Ву" 0" = 0. 

Итакъ, искомая ихоскость приближдется виола въ опредёлемному 
предьлу, каково бы ви было само по себф отношене, постохниее или пере- 
мфнное, двухь уничюжающихея увехиченй 4Ф и 4”2. Ничто ‘не м%- 

&. и. НЕНАШЕвА. 16 
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изеть ивир. заставять стремиться къ нулю одно, 4} изъ эткъ. двухь. 
‘увеляченй скорзе другого 44. Тогда дв точен (2, у, 2) и (#-- 4%, 

у--ду, я- 4) совпздаютъ въ одной, и хорда, которая соединнеть 

изъ, дфявется касательной, тогда какъ третьз точка (2-4 4^з, и-- 4’, 
= 4') остается еще различной. Такиьъ образомь, яредюльное чоло- 
жене плоскости веть то положене, которое проходить мам черезь тури 
сосъднёя точки кривой, которыя стремлтея совпасть, или черезь. де 

такить точки и касательную въ кривой въ одной изь нить. 
Но отеюда слёдуеть, что 95 соспдетезь общей точки кривая уда- 

ляется оть эпюй предъльной плоскости менте, чьмь оть всякой друюй. 
Дйствительно, пусть будуть: №М— общая точка, №’ — соефднян точка 
Еревой, МТ — касательная въ М, М/Т — разстозне отъ М” хо этой 

касательной, произведене хорды ММ’ ва сивусь увичтожающагося 
угла ТИМ’. Чтобы плоскость быль 
такой, чтобы кривая удалялась оть нех 

какъ иожно менфе въ сосбдетвВ съ М, 
кадо сначала, чтобы ока. проходила 

черезь эту точку М. Точно твкь ве 

надо, чтобы она завлючаль:въ себф ка- 
сательвую МТ: безъ этого она образо-. 

вала бы съ ней конечный уголь и, слё- 

довательно, замфтно такой же уголь 

еъ хордой ММ’, велёдстые чего раз- 

стояне оть М’ до плоскости, произае- 

деше хорды ММ’ ва синусъ этого во-` 
| нечнаго. угла, было бы несраввенно Че. 86. 

ббльшимьъ, чВыъ М/Т, тогда кавъ оно 
замтио меньше при влоскостяхь, про- 

ходящихь по направленю МТ. Пусть, РО будеть одна изъ этахъ 

плоекостей (содержащихь МТ), М‘’и ея разетояы!е до М’ и, схВдова- 
тельно, МТи — уголь, который она образуеть съ плоскостью ИТМ’, 

проходящей по МТ и точкв М’. Треугольвикъ М”Ти, прямоугольный 
въ р, дасть Ми— М’Тзш М’Ти. Поэтону, если бы нлосвость РО не была 
предфломъ, въ которому стремится плоскость ИТМ’, когда ММ’ уничто- 

жаетея, то уголь М’Ти, ве уничтожающися при ИМ’=0, инзль бы 
зуветвительное зиачеве; и разетояне М’и отъ точки М” до илоекостя 
было бы порадка ея разстояя М’Т съ касательной, тогда БакЪ оно 

едфяалось бы несравневно меньшинт, если бы зшМ’Ты стремижя 

ъь нулю. Слёдовательно, плоевость, оть которой кривая удаляется 

нанменфе въ окрестностяхъ точви М, есть, кавъ мы и хотЬли это. до- 
казать, предфльное подожене той, которая проходить черозь васатель- 

ную МТ и точку М’, стремашуюся къ М. 
Поэтому-то вю и назынають изоскостью-касательной, ЖЪ вривой 

въ тозЕВ М. Оне (насколько. это возможно) для пространственной лан 
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кож точкя контакта М есть то, чБмъ веть собственная ихоекость плое- 
зоствой кривой для этой кривой, именно илоскаеть, въ которой вра- 

щается касательная въ окрастностяхь М. На самомъ кёхЬ, проведенъ 
касательную къ точкё М’, которую мы предположныь сначала совпа- 

дающею съ Л, & затВыъ очень мало удаленною оть вея, и яазовемь че- 
резъ д -- 4х, у-+ 4у, 2-- Де кооркинаты М’. По формулвмъ {2) [стр. 236] 

чаправлене касательной будеть опредёлено первыми производными этихъ 
хоординать, производными, равными своимь значенамь 2’, у’, д’, отве- 

сеннымь къ М’ и увеличенныхь на малых разности Дх’, Ду’, 42’, от- 
ношеня которыхь къ одновременному увеличен 4 нерем®миаго ме- 

жду. М в М’ суть почти вторыя производных 2”, у”, 2” дда точки М. 
Но посмотрямь, болфе легкнмь способомъ, какъ вращается эта иаса- 
‘тезьная, если провести черезь неподвижную точку М параллель къ ней, 
вращеше которой будеть считаться ея собственнымъ. Есян = 9, 4, 

означають подвнжныя координаты такимт образомъ празеденной нарал- 
лехи, то ея направлене будеть опродфляться, какъ извфетно, тремя 

разноствмя д; —х, уу — у 2—2 и тремя произвохнымя х’-- 4х’, 
у’ ду’, г’ 4=' пла, зактно, Е а”АЬ у’-РУ"ДЬ 2’ 2", во- 
торыя и надо вычислить. А ея уразненя напишутся: 

аб - ие ит яя 
а’На"Е Г-НУ г 

Но съ этныя, очевь приближенными ураенешями, вотерыя вычи- 
«даяють (съ почти уничтожающимися относительными ошибками) изи&- 

нея направленя касатехеной возл® М, искомая параллель располагается 

и вращается въ плоскости - касательной, Лйствительно координаты 

2. 9, #1 ЕАЕОВ-лнбо изъ ед точекъ, инфюнйя свои превышен! надъ 
2, у, # пропорщовальными тремъ знаменателамь (15)-го, измфняють 
уракнене (11) плоскости въ 

де’ "+ В’ "09 + 0! 4-2") =0, 

удовлетворяющееся тождественно ио усломлыф (14), опредфляющимь 

ззанмных отвошеня иежду А, Вн 0. 

Можно нидфть Черезь это доказательство, что плосвость-касатель- 
ная содержить не только касательную къ кривой въ своей точкБ кон- 

такта съ ней, но и параллель къ касательной, отлнчкющуюся безконечно 
мало по направлено отъ послёдней, т.-е. проведенную въ вривой въ без- 

ковечно-сосвдней точкЪ; поэтому можно савзать: плоскости-касательная 

есть еще предъль плоскостей, проведенныхь по касательной в пара» 

лелуно къ друюй касательной, кода послидняя неопредъленно мрибли- 
жена к» первой. . 

Наконець, разстояще Ли (#5. 36) отъь кривей до ея изоелости- 

- касательной въ М, будучи безвонечно меньшим, чфыъ отрёвокь МГ 
. 16* 
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оть той же самой точки Л/’ до касотельной ЛИТ, доетигаеть порадка мало- 
ста; выенаго, чм второй порадокъ, и, слёдовательно, вообще третьято, 

по отвошеню въ разетояню М/М, на которомъ онъ лежить отъ точки 
контакта; правда, мы ведёли (стр. 287), что отрёзовь М”Т съ каса- 

тежьной — второго порядка, когда дв проекти кривой на дз плоскости 

хуовъ и де’овъ ныфють свою кривизну конечною. Поэтому контакте 
пространственной кривой въ вя плоскостью-касазтельной вообще второзо 

° порядка. 
Можно было бы прямо вывести это изъ способе, какимъ получается. 

плоскость-васательная, именно разсматривая ее, вакъ предфль положе+ 
эй движущейся плоскости, проходящей черезЪ тря сосфдея точки ври- 
зо. ДЬйствательно (ортотональная) проевшя простраветвениой. кривой 

за движущуюся плоскость проходить черезь оти три точки; отсюда 
хявдуеть, что собственныя (облическйя) проекщи, на плоскоств лун #2, 

этой проекфи пересфивють аналогичных проекщи пространственной 
вривой въ мБетахь, тдВ проектированы эти самых три точки. Но въ пре- 

Дл, такимъ образомъ, прочеходаныя тройныя перасбченыя въ илосто- 
стахь зу п хр образують, какъ извфетно, контакть второго порядЕ; 

в (ортогональная) проежщя пространственной кривой на ея ‘плоскость- 

касательную инфетъ, слёдовательно, въ вид проекщя на нхоскости ху 

и ха, контаЕТЬ второго порядка съ этой пространственной кривой. По пра- 
вилу, Ночти очевидному и доказанному въ концё № 156 (стр.237), эта 
проекщя будеть пибть съ ней контакть того же порядка и въ простран- 

ств; & это позводнеть оказать, что разстоявя пространственной кривой 
до плоскости, возяВ 2, будуть порядка малости высшего, чфиъ второй, 
я, вообще, третьяго- 

161. — Уравнеше этой плосноети. 

Чтобы образовать уравнеше плоскости-касахельной, достаточно изъ 

соотношенй (14), которыя, раздёленныя на С, суть два уравнешя нер- 

В ‹ 
вой степени о & и б’ вывести взанмныя отношения между 4, Ви С 

и затВыъ подетавать эти отнощеня на ифето 4, В, Сзъ (11). Про. 

изведя это, мы найдемъ сначала: 

А ау" Вэ’ аа" 
бу бои 

что заставить взять двойную пропорню 

СА В в у ру (6) 

а подетановка на мфето А, В, С въ (11) пропорщонаяьныхь биномовъ, 
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Фитурирующихь въ Знаменалелахть, даеть наконець исвомое . урзвнене 

ат и-нет и, уе уе, -д-. 
Легко понать свособъ снмметр!и этихъ формуль (16) я (17) -поеред- 

слвомь того, что называють круговыми перестановками или вращаю- 
зфимися перестановкани, производимыми надъ аналогичными буквами. 
Раздёлимь кругь иё известное число равныхь частей, т.-©. вЪ данномъ 
случа — на три; затёмъ навящемь возлВ поедФхо- 
вательныхь точекь дВлен1я три буквы А, В, С(которыя А 
озвачають аналогичных количества) въ избранномъ 
пПорздЕВ и анагошчныя буквы д’, у’, ’ и =", у", =”. 
Затвиъ произведен круговую или вращающуюся пере- ) 
остановку иадф извФетными буквами, вогдв буденъ 
замвнять въ форнуя® каждую изъ тавииь образоиъ с В 

написавныхь бубеъ аналогячной буквой, которая 

встрётится на Бругф, если сдёлать обороть этого в 37. 

послёдняго въ направления стрфлви. Напр. круговая 

перестанозка, произнеденная надъ 4, даеть В; надъ Б оно дало бы 

С, а надъ С оно дало бы 4, ею... 
Узнавъ это, произведемъ круговую перестановку надь лервымъ язъ 

отношенИ (16) и мы получимъ второе; тояно твкже круговая переста- 

новка, произледеяная падъ вторымъ, даст третье, в. Поотому, о- 
статозно вепоинить одно изъ отлошений (16), чтобы вывести два другихъ 

носредетвомь одной или двухь вращающихся перестановокъ, произве- 
денныхь вадъ его выраженемь. Каждый членъ первой частв (17)-аго 

получается точно также изъ предыдущего поередетвомь вращеющейся 

нерестановкя, произведенной издь воВмв ея буквами. 

162. — Главяня нормаль и бинормаль. 

Главною нормалью въ кривой въ извЪстной точЕВ называется пере- 

«}чев!е нормальной илоскости и плоекости-касательной, нроведенныхь 
въ эт7 самую точку; въ другихь словахь, это та язъ нормалей, вото- 
рая лежить въ пхоскости-касательной и которая, слдовательно, схфла- 

лось бы обыкновенной нормалью, если бы кривая была плоскостной. 
Уравневяын тлавцой норчали будуть, слфловательно, т№ же 

уравнения, (10) и (11), двухъь плоскостей, нормальной н васзтедьной. 

Первое (10) нредпоявгаеть пряжоугольность осей; велдетве этого жы 
должны остановиться на этомъ услоши. А чтобы прйти къ весьиз про- 

стой форы® тавямъ образомъ давной (10)-ынъ и (11)-ымъ снетемы, пред- 
подожныъ дугу $ вривой за независимое перемфнное. Тогда ураввеня 
{10) я (11), которыя впохи® опредфляюте взаямныя отношешя резно- 
стей, д) —2, —1, д —2, букуть удовжетворяться посредетаомь вод- 
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зтановкы на мфсто этихь разностей трежь проивводныхь д”, у”, 2”, 
жоторыя обратять ихф соотвфтственно во второе (9) и во второе (14). 

ЖРоотому соотношения (10) п (11) дать съ выбраннымь перемфннымь $ 

звойную пропорщю 

(8) 

Таковы два упрощениыя, сколь возможно, уравнен!я тлавной нормал. 

Перпендивуларъ, проходящй къ плоскости - касательной черевъ, 
точку (т, у, 2) вонтакта и находящся подъ прамымъ угломъ съ нё- 
правление двуль посяфдозательныкь элементовъ иривой, Боторым с0- 

держить эта плоскость, есть, вакъ бы вторая зормаль: яоэтому она 
и получаеть выл бинорналы. Каковы бы ни были осн, прямоугольныя 

вли ить, ея восинусы-директоры, но уравненю (11) плоскоетя-каса- 
тельной, пропорщональны коэффищентамь А, В, С разностей т, — 2, 
9—9 —2; хЕйствительно, если воять прямую, косинусы-двректоры 
которой, на самомъ дал», представлялись бы .препорщонально 4, В, С, 
чтф всегла возможно, и если назвать, для краткости, пражую мдя. ня- 
правлене черезь (4, В, С}, то три (обличесвя) проенщи 2, — =, у, -- Я; 

д —2 па оси прямой, которая соединаеть точку (7, у, 2) еб веякой 

другой точкой (2, у, 21} илоекости-васателеной, соотвфтотвенио умо- 

женныя на 4, В, (0 и сложенныя, представять, ЕЗкЪ извЪетно, 

вормвльную инроевци этой прямой лиши плоскостя на направлене 
{А, В, 6). Но ‘уразнеше (11) доказываеть, что полученная та- 
хныъ образомь проекщя есть нуль иди что это направлен (4, В, 0} 
перпендикулярно ко всякой прямой, разематриваемой на влоскости; & 

это внохнф подразумъваеть нормальность давнаго направлен въ самой 

этой плоскости. 
Теперь, при услови прамоугодьныхь осей, образуемь уравненя 

бявормали, подвижных координаты которой мы назовев» черезъ 2, У, 2. 
Ясно, что (теперь нормальные) проекши (на оси) м. — 2, у, —9 д —2 

частн, идущей отъ (т, у, 2) до (2, у» 2), бухуть равнаться произве- 
дешихь этой части на три соотвфтственныхь восивусв, иропорщюналь- 
ныхь въ Л, В, С или, сяфдоватедьно, тремъ знаменателямь дробей (16). 

Уравненя бинормали будуть поэтому: 

ие о ит а) ии му" 

163. — Кругъ-касательный къ пространственной кривой, 

Продолжимь ндею, которам привела насъ къ ваифчанню ©. кругё- 
касвтельномь, ‘вли, иначе гокоря, раземотрвмь на иривой какн- либо 
очень сосвдЕя зочкн, 

- ею 2), @--4ы; уч ву, 8-48), (а-я, УЕ, #443), 
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стренлийяся совпясть въ одну только №; взавъ плоскость отахь зрегь 
точевь, проведемъ вполнё опредфленный кругь, который содержаль бы 

ихъ всё три, и въ то же время, если угодно, уже разсмотрёнвую орто- 

гональную проекцию кривой на плоскость н какую-либо другую (нл06- 

костную нли пространственную) линшо, проходящую черазъ тря точви. 

Въ предёяВ эти различныя лини будуть имЪть съ данной кривой кон- 
тавтъ второго порядка, тазъ какъ ихъ об облизесюя проевши на н20с- 

Бости зу и хе поважуть контавть этого порядка, происшедиий отъ сое- 
данена трёхъ сосбднихь точекъ нереебченя. 

Таким образом вполн® можно будеть получить всевозможных хн- 
и, которых ихфють съ денпой въ точвЪ ЛИ контакть второго порядка, 

характеразующйся (стр. 237), въ проекщяхь на дв плоскости лу и 22, 

взачиныии отр&зкани третьзго порядка жалости въ своемъ сосфдотЕЪ. 

Иначе говоря, такая линя можеть веегда быть считаема иредвломъ 
перем®нной кривой, которая предегавила бы еъ данной, при соотвфт- 

ственныхь абециссахь г, х-- 4, х-- 4%, три перевфчешя, стрема- 

ряея совпасть, такъ какъ мы знаемъ, что ея проевнфи на плоскости ху 

И 22, 10 тому же свмому, почему онф покажуть контакты второго ио- 
радка съ аналогичными проекщами данкой, будуть въ свонхъ соотвёт- 

отвенныхь пхоскостяхь прадёланя поремнныхь лин й, имзющихь важ- 

хая съ этини проекщана три общёя ‘точки, абециосы которыхъ будуть 

произвольными (стр. 188), яншь бы онф стремвлиев къ единственному, 

означенному предфлу. Поэтому ножно придавать этимъ абециссамъ зна- 
чевя 2, х- 4%, з--4'х, одинаковыя на объихь плоскостяхь ху И дг 
для того, чтобы двф ивзмфняюнияся такикъ обрезомъ разематриваеныя хи- 

и этихе плосвостей были вноли проекщямн одной и той же прострав- 

ственной лини, инфющей свов три точки абециесь г, “-- 4, #-- 4; 

общими съ данной кривой я стремащейся въ то же вреня къ желае- 

мой, ненодважной ляши. 

Но обратимся въ частности въ кругу, проходащеву черемь три 

сосЪдвя точки, о которыхь мы тальво что говорвли, 

(2, у, 2), @-- 4%, урду, 2-48}, &-- 4%, уу, #4). 

Въ предл этоть кругь, тогда расположенный въ маоскости-каса- 

тельной, виолнф будеть опредфхенъ; разъ его плоскость, равно вакъ 

и ваправлене и кривизна его двухъ облическихь проекций на дв плое- 

кости лу и 27 въ ифстахь, гдф проектирована облически точка кон- 

такта, опредфлены, — это уже даетъь кромф его касательной въ этой 
точкВ ведьчину и направлеще его радуса, отъ котораго зазисять кри- 
визны его двухъ проекщй. Кромё того онъ будеть кругомъ-каевтель- 

ныкъ, общимь вебыъ отимь вривымъ. На самовъ дёлё другой какой- 
либо кругь, проходашуй черемь ЛИ, не могъ бы ныть контактъ такого же 

порахка съ окной какой-либо изъ этихь кривыхь, ве имфн. таже ков- 

такта оторого порядка съ нимъ, такъ жакъ взаниный. отрёзокь между 
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этами двумя кругамя, изибряемый въ плоскости, параллельной уг’амъ, 
озезихно, меньше суммы нхъ соота®тотвенныхь отрёзковь, въ той же 
хамой плоскости, съ кривой, предполагаеной находящейся въ контакть 

второго порядка съ каждымъ изъ нихъ. Но дв окружности, ‘которыя, 

въ окрестностяхь общей точки М, озетоять другь оть друга на кози- 
чества только порядка выстаго, чВмъ второй, не будуть лежать въ двухЪ 

различныхь алоскостяхь, таБь вавъ каждая изъ нихъ представляла бы, 

хакъ всякая кривая, отрёзки, по крайней м®рЪ, второго порядка съ плос- 

костью, которая ие была бы ея плоскостью-хасательною и, сяЪхова- 
тельно, со всякой другой кривой, хежащей въ такой плоскости, Такикъ 

образомъ двё окружности инфли бы въ одной и той же плоскости кон- 
такть второго порядка; & это, кевъ изастно по теоря вруга-касатель- 

нато къ плоскостнымъ кривынъ, невозжожно, по крайней мёрь, когда 
он ие совпадають. Слёдовательно, можво сказать, что полученный 

предёльный кругъ, находянИйся въ контавлв второго порядка кавЪ 

съ данной кривой, такь и съ ея проевщей на. плоскость -касательную 

и съ другими укззавимыых лишнма, сеть изъ вобхь возможныхь круговъ 

тоть, кохорый воза точки Л удалиетея, въ частности, каименве оть 

вонкой изъ этихъ кривыхъ. Иначе говоря, онъ — ихь кругь-хасательный. 

Остается увндЪть, чтобы опредфлить центръ я рамусъ вруга-каса- 

тельнаго, каково, съ аналической точки зрыШя, взаямпое соединене 
этого круга н прочихъ линй, находящихся во взаимномъ контавт8 вто- 

рого порядив. 
Для этого разометримъ ихъ не вь ихь предЪльныхь положешяхь, 

закъ сейчась, но иъ тавое игновене, когда онё проходать черезь три 

соеди точки (х, у, 2), (2-- 4х, у ду, #- 42), (2 -- 4%, уаз, 
=--4':}; в предноложимь ихъ описываежыми, въ одно и то же время 

и при безпрерывномь движения, моблляжи, которые прибывають выфетв 
въ важхую изъ трекь данныхь точекъ въ соотвВтотвенныя эпохи $, 

{4% 2-- 4%. Это движене можеть быть лапр. тавимъ, что мобили 
находятся ностознео въ плоскости, парвллехьной уе, ила ижфють одну 

в ту же абещнссу 2; волЪкотыю этого ихь разстояыя будуть тёма 

взанмными отрёзками кривыхь, которых быля уже нами разомотрвны. 
Образуемь въ каждой кривой выражения (13) [стр. 211] Ахлу, 42, 4’, 
у, 4’ и затёнъь, раздЬливъ ихъ соотвфтственио на Ёп 4%, выра- 

4’. 4х Лу 4% _ де 
женя разностей од’ — 2’ Е д’ ВОТорыя будуть 

48 —3 ‚. А? 2 4х _ 4х и {+ .. > =... Отнощеня Зе тс (“ -42 „=. 

будуть общамн вофиъ кравымъ, поэтому ихъ предёяы 2’, 2”,... будуть 

также общими; а, сяфховательно, вх кривых», находящихся въ хонтактиь 
второю порядка, три функши 2, у, г`оть # будуть имтнь въ общей 

зточкь (х, у, г) не только одни и пиь же значещя, но также однь в 
пиве нервыя и вторыя производныя. 



— 249 — 

Еронф того, вели придать 2", у’ #', 2", у”, в" ‘къ трехь пер- 
выхь формулахь (18) эти значена, обиуя вофыъ даннымъ кривынъ, и 
заставить 4# варшровать съ нуля, для того, чтобы 4х, ду, 4а, была 
одковреженными варащями координат вдоль какой-лябо малой дуги 

одной изъ кривыхь, то можно будеть видфть, что во вобхъ этихь ври- 

выхь эти варещи въ одвнъ п тоть же моменть будуть отличаться 

только 5а нензнясанные члемы, порддовъ малости которыхь будеть выше 

второго; всяфдетве этого взаимный разетоящя мобилей, описывающекь, 

заразъ кривыя, и сяЪдовательно тая же разстояня этнхь поелЪд- 
нихъ не достятеуть второго порядка. Ичаче говоря, контакть между 

вравымн волн этого порядка, разъ г, у, г СЪ ихъ первыми и в10- 
рыии производными выёють значешя, обийя въ даяной точеф. 

Эти аналитичесвя условя, тевниъ образомъ достаточных дха того, 
чтобы контакть быль второго порядка, нозволяють сказать, что этимъ 
вравымь можно будеть придать дв обиуя и безковечио-сосфиин точка 

и, Въ этихь точкахь, ода и т6 же касательных или однё н 16 же 

норнальныя плоскоств. ДЬЙствительно нахождене касательной въ. пер- 

вой тОчЕВ (7, у, #) равняется получен производныхь 1’, у’, 2’, в на- 
хождеше касательной въ сосвдней точкЪ, координаты которой будуть 

взяты въ предфхё, есля считать икъ малыя превышения недь х, у, 2 
въ вид х--2', уу’ 2-2", равняется полученно нервыхь пронз- 
водныхь координать, проязводныхь, одинаково пряводиныхъ въ 27’ -- 2" 4, 

У’--У"Я, 2’ 2", или водразунвваеть нахождене 2”, у”, 1” ВЪ ТОЧЕВ 
(2, у, 2) въ виду рвли малыхь изиЪненй навравлешя, выражающихея 

черезь 2” у’а, =", не менфе гдзвной, чёыь розь одновремен- 
ныхь изиненй расположеня 2’, у’, 2'@. И плоскость -васательная 

въ (=, у, 2), воторую опредЪляеть касательная въ этой тозь® съ иа- 

раллелью къ сосфцией касательной, будеть такою же и для воёхъ про- 

чихь разсиатриваемыхь лин. Но въ круг центръ есть пересфченю 
двухь нормальныхь плоекостей и илоскости-васательной, которыя оба 

ену съ прочими ливями, въ частности еъ данной пространственной ври- 
вой. Тавь какъ эта длоскоеть-касательнаа и первая нормальная плос- 
кость пересвкаются по соотвЪтехаующей главной пормаля, то можно 

высказать сх8дующее правило: 
Центрь круз -касательнао пространственной кривой для данной 

зночки натодится на переспчени змавной нормали въ этой точкь нор- 

мальной безконечно-сосъдней плоскостью, т.-в. въ предъдьномь положе- 

з4и точки, в» хоторой эта заавная нормаль пересъкавть нормальную 

плоскость, нвотредъленно приближающуюся кь ней. 

164. — Координаты центра и ращуеъ этого круга, 

Это правило легко приводить въ выражешю коорхинать, которых 

я назову черезъ 2,, У, д, цеятра круга-касательнаго для точки (2, у, 2) 

данной  вространственной крявой. Предпохожниь оси прямоугольными 
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п зозьмемъ хугу з кривой за независимое керемЪнное для того, чтобы ураз- 

нен{я главной нормали обратились въ (18) [стр. 246]. Нормальная пзос- 
хость, которая содержитъ эту нормаль, инфетъ уревнешемъ (10) [стр. 240], 

® сосфаняя нормальная плоскость — то же уравнене, тд® только 2, у, # 
и 2’, 4’, в’ будуть уведичены на своя хифференщелы г’, у’, #4 
н д", у’аЬ "а. Но, тавъ вакъ дёло идеть о раземотрёни точкя, 
общей двум нормельвыиь плосвостамь, нли © тон, что 2, 9, г, 67- 
дуть однамь и твыъ же въ обфихъ плоскостахь, те ураввеме второй 
можегь быть заывнено своей разностью съ уравнешемъ первой, разд%- 

ленной на 4; а ото дасть, какъ первую часть новаго ураввеня, про- 
изводную первой частн (10)-го вдоль дуги 4, получаемую, если взать 

чи» а 38 постоянныя. Эта производная образуется безъ труда; дЪй- 
ствательно, напр. дая периаго члена тя, — =), ивожителв 2’ и 2, —х 

котораго выфють соотвЪтственно дя ироизводныхь 2’ и —', произ-. 
кодная есть 2”(х, —2)—2'?. Замвчаз, что стима —2'2, — у’ в — 2"? 

Фудеть равняться здёсь —1 по вервому (9) [стр. 239}, и звставлая 

перейти этоть членъ —1-во вторую часть, ‘нулевую до сихъ поръ, хы 

получныь уразнене, пехставовлениое такниъ образонъ на ифето урав- 
женя вторей нормальной плоскости; ото уравнеше, воторее дозжно 

быть соединено съ двумя (18) главной нормали, будетъ: 

(20) а’ зан уефа =1. 

Но если мы сложимъ почленио тря отвошеня (18), умножизъ изъ 
соотьфтетвенно къ числитезв и знаменатель на 2”, у", 2”, то мы по- 

лучикъ новое откошев!е, равное 

а” — у”, — 
ау 

Очевидно мы можемъ въ то врема, кавъ буден приравнизать это ох- 

нощене другимъ, подетавить въ его числителВ значене 1, полученное 
изъ (20), и выразить этимъ самымъ, въ полученномь такикъ образомъ 
кратномъ равенствЪ, что ототь чиелитель равняется на самомъ дёлЬ 

единиц, или что уравнеше (20) удовлетворено. Поэтому мы можемъ 

замфинть совокупность уравневя (20} и двухь пропорщй (18) тройной 
пропорщей 

у ди& 1 
{21) Е. р рут 

и еравнеше хаждаго язь трехъ первыть отношенй съ четвертымь дасть 

наконець иекомыя коордиваты 2), у,, х, центра 5руга ихя сворфе, что 

прнаоднть къ одному н тому же, вхъ превышеня ввдь -координатами 
=, у, 8 точви ковтахта 

(и, у", =") 
ВРС (22) ет 
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Эти три разности м, —х, и— 9, #.-—2 суть три`ироекщи, на се, 
прямой, соединяющей точву контакта (2, у, #) еъ центромъ (т,, у,, #), 

т.-е. самого радруса круга-васательнаго, рад1уса, который я назову че- 
резъь В, какъ и въ этюдЬ о плоскостныхь кривыхь, но возьму его по 
абсолютной величия. Очевидно, онъ будеть равнатьен ввадратному 

корню суммы взадратовъ вторыхь частей (22). Поэтому, его зыражеше, 
послЪ очевиднаго упрощеня, будеть: 

(23) Аи! 

& ведеше А въ видЪ множителя на ифсто общего знамевателя 
2-97’ "2 позволить придать соотношеняиь (22) нвиболье про- 

стую форму ‚ 

[2 а — 2 Ва”, уу В", в, = М", 

Таковы формулы, которыя, выражая для круга-касательнато простран- 

ственной кривой радусь А, выходанй изъ точки контакта, я его три 
проеЕци на оси, позволяють построить центръ въ пространстаВ в иа- 

нести затВыъ этоть вругь на плоскости “касательной, Не сяёдуеть за- 
бывать, что ов обязаны своей крайняй простотой выбору дуги за не- 
занисимое. перем нное, и что, если взать на его м®сто другое какое-дибо 

а 
перем няое $, или, если симвожь & будеть замбиекъ черезь р 

то производныя х”, у", я” сдвлаются 

диз" 

81 
тата» те 9 
4 |5’ а] 9 72(„)- 

съ. слёдующимь выраженемь квадрата производной дуга 

‚ 2%... 

Вау, 

отсюда сшёдуеть, если продифференцировать, для произведеня 3’3” 

значене 
а" ру". 

166. — Уголъ смежности; вычислене его при помощи равомотрь- 

ня норналей, 

Пусть будеть ММ” безконечно-малая дуга 48 данной простран- 
ственной кривой 4В и МОМ, М'СМ’ сл®ды хвухь посябдозательныхь 

нормальныхь плоскостей РОМ н РОМ’ на плоскости, проходящей че- 
резъ касотельную МТ въ М н черезь сообдаюю точку №’, Эта нлос- 
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кость, почти совпадающая съ плоскостью-касательною, построенной 
но МТ, которая воть ея предёль, ветрётить пересЪчене ОР двухъ 

нормальныхь плоскостей въ точкВ С, безконечно прябляжеаной къ той, 
въ воторой вотрётать это пересёчеше плоскость-каеательная, и, слдо- 

вательно, которвя есть безконечно-сосвдняя съ центромь (2, У, 41) 
хруга-касательнаго. Поэтому С иожчо взять в8 эготЪ центръ и МО за 

радусь Й круга. КромЪ того, плоскость ХМСМ’ будеть по напразле- 
вю бозконечно-бхизка съ той, предфжь которой есть таке плоевосль- 
касательная въ М, содержащая касательную МТ съ паралледью въ ©0- 

свдней васатедьной №’7’ в, будучи такныъ образомъ периендикуларной 

къ двуиъ сторонажь двуграннаго угла МСРМ’, пересвкающая его по 

его динейному услу. Этот® послвд- 

т т 1 есть, ся доветельно, проевща 

т’ МОМ”а подъ безконечно-малымъ 
углонъ и инфеть съ МОМ” отно- 

м В  шеше, стремящееся къ едивицв; 

Чен 52) в это водят сказать, что 
' толь МОМ’ ножеть быть взять 

ва мБру изызневи напразлены, 

изиВнешя, похучаемаго норналь- 
ной плоскостью вдоль элементар- 
ной отоёченной дуги ММ’ или 5. 

То же самое измёнеше вычя- 

слнется еще угломъ между двумя 

Он О!’, выходящими, начиная 
съ одной и той ме точки про-” 

стравства, съ начала О напр., 

перпендикулярно въ двумъ раз- 
смотрванымь пормальныкь ихосвостамь или нараллельно днумъ каса- 
тельнымь МТ, МТ’; дЬйствительно, ны знавкъ, что подобный уголь 0, 
образованный въ поскости, первендикулярной къ ребру ОР дедра 
МОРМ', инзеть своя стороны периендикулярнымп къ сторонамъ хиней- 
зато угла, по которому этоть двугранный пересфкаетея тою же самою 
плоскостью, и который, сяфховательно, равен ему, такъ вавъ ие 

можеть быть (въ ввду его безконечно-малой величины) его хополня- 

ельвымъ. 
Уголь ЮЁ, стороны котораго воотефтствеяно пзраллельны двумь 

посяфдовательныкъ касательнымь ЛГТ, МТ’, и уголь МОМ’, который 
можно разсматривать, какъ образованный главной пормалью вь Ми 

пормалью, соеднняющею ее съ сосфдней точкой М’, изм6ряють, ся до- 

зательно, общее измфнене направленя вли касательной, или поржаль- 

вой нлосвости вдожь безковечно-малой дуги 2114’ или 45. Оши соста- 

ВАЯЮТЬ 10, 910, БаБЬ и пря плоскостныхь кривыхъ, называють умомь 
смежноети; мы будежь вредставяать его всегда черезъ 99. 

2. 38. 
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Тавъ хакъ мы уже знаень радусъ №0 — 1 круга-квевтельнаго, ‘то 

энчислихь 48 при помощи треугольника МОМ’, вналогичиаго съ тре- 

угольнякомь стр. 200. Пропорщя синусовЪ дастъ, очевядно, 

(29) 

& если подетавимь затЪыъ на мфето Я его значене (28), то 

(30) а = р = ИРТЕУЕЗЯ в». 

169. — Кривизна пространетвеняой кривой, 

Естественно ири пространственной кривой, какъ при плосвостной 

кривой, называть хригизной въ извЪотной точк& изыфнене направле- 

вя, 49, которое нолучаеть касательная или нормальная илоскость на, 

безконечно-малоль иротяжени 45, отпесенное (измфнеше) въ одининь 

длины, т.-е. раздёленное на этотъ безконечно-малый путь 48, вдоль 

котораго это измёненн происходить. Поэтому кравизна будеть опать 
чаетнымь угла, смежности 49 на соотв тетвующую элементарную дугу 48; 

н формула (30) дастъ 

8. 
{в8) вриввзиа пли Е 

Кривизиа поэтому выражается при пространственныхь криёыхь, какъ 

й при плосвостныхь, обратнымь чнедомъ радуса вруга-касательнаго. 
Такикъ образомъ этоть кругь называетея еще круюмь кривизны; его 
центрь — цуемнромь кривизны и ого ратусв — радфусомь кривизны. 

1 дуротруя в=7з уе 

170. Уголъ кручев!я безконечно-малой дуги проетранстконной 

кривой. 

Паоскостная: кривая отличается отъ пространственной только тёмъ, 

что всЪ ея плосхости-касательныя имёють одно и то же направлеше и 

совпадаютеь меяду собой, чтобы дать единственную пхоскость хривой. 

Напротивъ, въ пространственной кривой паправлене плосвостн-касатель- 

ной изыВнлется оть одной. тояки до другой. Изм нев(е этого направле- 

ня вдоль безконечно-малой дуга 1724 или 98 (йе. 39) измфряется из- 
эвнененъ же вериендикуляра &Ъ плосвости-васательной или бинормали, 

которая няфеть ноложее МР въ первой оконечности, положене МР’ 

во второй и вращается тавнкъ образомь вдоль взатой дуги на уголь рОр” 
двухъ прамыхь, соотвфтственно проходящихь въ начала параллельно 
МР в МР’. Тань вакъ этоть уголь рОр’ быль бы нуленъ въ пдос- 
костной кривой, то онъ ий представхяеть нёру разлачя между Ми №’, 

*) Чтобы влолвё уббдиться въ зврлости формулы (30), столть только вызяолать 
уголь Оф" пзъ равнобедреннаго треугольнике #0’ прк помощи космнусонъ-дирейто- 

Товъ прямыхь Оби 0#’ (см. часть П, статья 167* и 168°). 
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паходящихек в данной простренетвенной кривой илы находящихся на 

паоскостной кревой, почему онъ и можеть характеразовать мскривлен- 
ноёть дуги ММ”. Онъ получиль (10 какой причин®, иы это увидамъ 
векорВ) назваше ума хручечя. Мы будемъ представлять его черезъ 4х. 

Тавъ какъ безконечно-малый угохь между двумя прамнии линами 
равняется [во формулв (32) статьи 167*] ивздратному корню изъ сумны 
хвадратовь разностей между ихъ косинусами-директорани, то, если на- 
звать косвнусы-днревторы бинормаля 2ГР черезь 4. В, 0, а косинусы- 

директоры бнвормалн МР’ черезь А-- 4’, В+ В'4з, 9 0'4— 
мы получамь 

ву" УЧ РН 
УВ 

Остается вычясхить три производныя 4’, В’ С’, что мы получемъ, 
ели продифференцируень уже извфстныя соотношеня (8) и (14), оено- 

° вавныя на свойстеахь кобинусовъ-ди- 
р!’ ректоровъ, именно: 

.43-- В+ 0—1, 

(35) Аз’-- Ву’ Са'=0, 

ибо @ьан 2) Аз" Ву"-- С" —0. 
Первое (раздфленное на 2) и второв 

дають велфдстНе дифференцирован:я: 

ы АА’ ВВ’+ 00'=0, 

АУРУ 0-- А-В О". 

Но они опредфляють только ззавиныя 
отношеня Д”з, 3", С", есяв уничтожять 

в, 30. изъ второго часть 4” -- Ву’-- (»", 
нуль въ виду третваго (85); вроий того 

они будуть удовлетворяться подстановкой на м%ето 4’, В’, С’ выра- 
жен 2”, у”, 2", которыя измияють ихъ соотвётетвенно въ третье 
(356) и во второе соотношение (9) (стр. 239), всегда удовлетворяющееся, 

вотда осн’ прямоугольны и дуга $ взята за. перемённое. Поэтому хиф- 

ференцирозаше двухь первыхь соотношенй (35) заставляеть взять 

даойную пропорщю . 

36 4’ В’ ба” Ви 0" 38) а тт ити 

въ которой л ирибавиль четвертое такое же отношеше, образующееся 
оть почленнаго сложевя трехъ порвыхь нослЪ соотвётетвеннаго умно- 
женя Членов» въ чиелителв п знаменатель на д”, у”, 2”. Но даффе- 
фенцироваще третьнго соотноен!я (35) деть 

496,5) ДИН о — (лат Ву" 0”. 

“а - (< —6— 0'45*= 

‚р 
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Но такъ кавъ соотношение (16), возведенное въ квадратЪ и ночленао едо- 

А . 1 
у" У ЕО РЕ. 

коренное количество тождаственно равно АМИ учи) 
а" 2") вади, по (9), а’ у", то АЕ"). 
"Точно такъ же найлемь В = А (2'2” —2'2”), = В(т’у"—у’т"). Эта 
значеня, введенныя въ (36, М3), дадуть 

Ак" В" би" = — Во, 

женное, даеть , &в0д- 

тк ©, дла краткости, означееть детерминанть, образующийся девятью 

первыми, вторыми и третьиин производными отЪ 2, у, 2, 

т о а" Иру" 

М ИН 
Четвертое отножете (36) напишется, ееди вепоннать выражеше 

{23) Е’ (стр. 251), просто черезъь — А*о. И изъ трехъ первыхь отно- 

шев!й (36), сразнивкомыхь отдёльно съ четвертымъ, получатся искомыя 

формулы производныхь 4”, В’, 0’: 

{38) '-=— Вы", В’-Ы— МОУ", С’ — Вов". 

Благодаря этвмъ простым» зааченямъ*)} уголь кручен\я 4=, выражаемый 
третьей частью (84), будетъ, если вамтить, что сукыа 2’ у’ 2” 

есть обратное Ж?'а, и взять результать по абоолютной величин®, 

(39) де == Ио! в = ЗЕ Ев. 

Поэтому, если раздвлить его на 45 и подставить на мёето В и © ихь 

заныя зваченя, то отношеве угла кручевя къ дугё 48 получется язъ 
формулы 

ФИ аб ти ат ет утки) 
(40) аду 

171. — Выгибъ въ данной точиф пространственной кривой. 

Отношене 9х къ 4$, которое мы только что вычнодихи и которое 

длн данной точви (2, у, 2), и нфкоторомь родЪ, выражаеть степень 
исвривленности кривой, т.-е. изчнеше ея пдоскости-васательной нь 

единив длины ея дуги, — часто пазывается второй кривизной кривой 

по аналоци, которую она представляеть съ обыкновенной кривязной, 

которан ееть тавже отношен безконечно-малаго угаа 49, изибряющего 

измвнете направлевя, къ дугЪ 48, вдоль которой пронекодить это из- 

*) Выводенныхь М. гово", бывшныь профессорожь х!оцекаго РавиНв.4оз Завеев. 
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ивнене. “Но это пазваше второй кривизны — веудобно, такъ хакъ въ 
прямой лянш, принфвять кривизну БЪ которой было бы абсурдом, 

‚ отношене 4 къ 48 не есть нуль, но льшь неопредфленность, таЕЪ, 

БАЕЪ ничто ве мфшаетъ за плоскостк-касательныя для различвыхь то- 

чекъ нряной брать какя-любо плоскости, вроходяния черезъ эту прямую 
и ныбюшИя направхене, произвольно взыфняющееся въ видЪ функши 5*8. 
Это занётвль Сенъ-Венань (М. 4е Заш*-Уевап, который предложить 

. 
называль это отношеже & вызибоме кривой. 

. . 8: 48 
Точно также по аваломи съ отношешемъ 8’ обратнымъ оть в" 

и . ‚ & 
представляющимь радуеъ крявизны Е, отношене а; Ипогда НАЗЫВАЮТ 

радфусомь второй кривизны, выражен, которое надо зам нить радёу- 

сомь вызиби: это есть лиШя, вавъ и И, но которая не содержать столь 

простого геометрическаго обозначена. 

Замфтимъ, что выражен (33) [стр. 263] кравизны содержить только 
вторыа производных координат. по отношению къ дуг, тогда каБъ, 
напротявъ, выражен! (40) выгиб зависить выфотВ оть. ихъ первыть, 
вторыхь и третьихъ производныхъ. А это позволяеть сказать, что 

чтобы опредфнить вытибъ, издо давать на кривой четыре безконечно- 

сесфднихь точке, а ве три только, вакъ при кривизн®. Но это вВдь 
можно получить, такЪ какъ, когда дЁло пдеть о томъ, плоскостная ли 
или нфть кривая, четыре послФдовательныя точки всегда необходимы, 

потому что тря первыхь онредфлять тодько плоскость, изъ которой 

можеть выйти только четвертвн. 

172. — Какъ веякая пространственная кривая можеть получатьея 

посредетвомъ крученя изъ плоскоетной кривой. 

Выгибъ, отнощене 4с въ 45, называется еще пручемемь, въ раз- 

сматриваемой точи®, пространственной кривой на единиц длины: онъ 

выражаеть, дфйстрительно, то, чёюъ сдёлался бы при дугЪ, равной 1 

н ечитаемой съ этой точки, уголь крученя, который есть 4е при без- 

Бонечно-малой дуг 03, если бы онъ продолжаль увеличиваться на этой 

конечной длинЪ 1, какь онъ дёлажь это на дхинз 45. Но такое ‘060- 
значене угла крученн требуеть разъясненя: этимъ я и закончу раз- 

сиотрфяе общихь и самыхь важныхь свойствъ Еривыхъ. 

Возьмемъ на данной кривой очень близыя другъ въ другу точки 

А, В, 0, 1, Е,... которыл расположены постепенныхь образомъ, напр. 
на равныхь разетолияхь 48. Очевидно мы совершимъ вездф очень 
мадыя отибкя, если занфнимъ истинвыя плоскости-васательный иъ 
4, В, С,... соотвфлстаенио черезъ плоекости АВС, ВОР, СЬЕ,,..., 
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изъ которыхь каждая содержить три нослфлозательныхь точки или дв 
соотв®тственныя хорды АВ и ВО, ВС и ОР, ею. Послёдия, продол- 

женных въ Т, Т’, Т"...., могуть точно тезже заизнаться касдтель- 

ными Еъ кривой. Тогда уголь, называемый углом хручеябя н соотвфт- 
ствуюлий олементарной лугё АВ, не будеть замфтно отличаться отъ 

угла между двумя плоскостями АВС, ВОР; пёйствательно деф’ но- 
движныя плоскости, всегда нечти совоахающя высот, изъ воторыхь 

первая будетъ получать поелёдовахельно и безирерывно похоженя АВС, 
ВО, ОБЕ,..., тогдь вакъ другая будеть дфлаться последовательно 

плоскостью-касательной къ вривой въ .4, въ В, въ 0,..., не могут 

перестать получать, отъ одного мгновешя до другого, ночти едни в 
тв же изизненя расположеня*) или вращаться на один ят% же воля- 

чества; отеюда сдфдуеть, что истинные углы 

кручешя, описываемые второй плоекостью, 

ве отличаются въ замфтномъ отношени отъ 

угловъ, опясываемыхь первою ни заключаю- 
‚ Щихея между посл®довательными плосхостамя 
АВС, ВОР, еб... Точно также углы ВЛ", 

Т’СТ”,..., заключенные между продолже- 
ани смежныхь хордь, могуть быть взаты 

за углы смежности соотвфтевенныхь дугъ 
АЗ, ВЦ,...; это доказывахось бы. аналогич- 

нынъ разсмотрАемь дзухь прямыхъ, дви- 

. жущихся постененныхь образомь и всегда Те. 40. 

почти совпалающихь вифотб, изъ воторыхь 
первая принимала бы мосхёдоватольно положеня АВ, 20, С0,..., 
тогда Бакъ другал, постоянно касательная, дотрогивелась бы послёхо- 

вательно до кривой въ 4, въ В, въ 0,... или описывала бы въ своем 

вращени истинные углы емежаоств. 
Теперь сдфлавмъ плоскость-касательную АВТТ’ неподвижной и 

предетавямь себЪ, что заставлають вокрусе ВОТ’, вакъ шаряьера, 

всякую часть ВСРЕ... вравой, которая начинается съ точки В, повер- 

нуться на уголь, равный углу кручешя АВ’, т.-е. додру между двумя 

влоскоотами АВС, ВСР, тавъ что точна Д) педучвется въ первой ихос- 

’ вости-касательной АВС бевъ ивмвненя угла смежности 1”СТ”. ЗатФиъ, 
вокругь вовего положешя ОРТ”, какъ шариьера, мы звотавлаемъ 

повернуться также слЪдующую часть СРЕР... на угохь, равный углу 

врученя дуги ВС; поэтому точка М приходить въ пхоскоеть 4ВОР 

безь измыбненя угла смежности ТОТ”. Продолжая такимъ образомъ, 
т.-е. производя вовругь посхёховательныхь касательных ВО, СБ, БЕ... 

‘зращевня части кривой, воторая начинвется въ яхЪ точьв воБТакте, 

= ы 

>) Опредвлненыя аналитически при пожощи ввруированйй, лолучаемыхь папр. 
няь косинусами-диронторами. 

А. И. НЕНАШЕВА. 17 
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для того, чтобы правести мало-по-малу всф углы смежноств, безъ изи®- 
ненн ихь величинъ, въ плоскость ТВТ”, мы будемь имфть въ кояцё 

хонцовъ (если 4, В, С, О... безвонечно соефдни) данную простран- 

ственную кривую транефорыярованною въ ихоскостную кривую, элемен- 
тарных дугн которой 43, ВО, СО,... будуть сохранать не только свои 

длины, но хаже свои углы смежности и, саёковательно, свон первона- 
чальные ращусы кривизны. 

Нкобороть, чтобы сдфлать изъ плоскостной, полученной тавикъ 
образомъ, кривой пространственную кривую, достаточно будеть ироиз- 

нести подобныя вращешя въ обратномъ смысл», т.-е. заставить повер- 

нуться всякую часть ВОРЕ... вокругь ВТ", вакъ шарнъера, нё уголь, 
ранный соотвётственному углу вручев!я А2’а, затЪыъ пронзвести ан5- 

зогичныя вращевя вокругь прочахь васательныхь СТ”, ОТ”, ©... 
Цоэтому правильно называють крученемь тЪла сиособъ дефоризди, 

который заключается в% томь, что заставляюте вращаться вохругъ оеи 
воявую часть тёль, расположенную по одну сторону точки, разематри- 
ваемой на осн, тогда какъ часть по другую сторону остаетен непод-. 

вижной, или, но крайней м\р, совокуюность безконечнаго числа похоб- 
выхъ деформайй, имвющихь дёлью выражеше все болёе`и болфе 

значительныхь вращен!й частей тфла, все бодфе и боле удаленныхь 

оть его перваго конца (предполагаемаго неподвижнымь}. Сл$довательно, 
велкая пространственная кривая есть скрученная плоскостная кривая 

или можеть быть получена изь плоскостной кривой при помощи про- 

стыть кручеши, производимыхь вокрузь ея касательныхь в не измънающить 
ны длины, ни привизны ду. 

Эти крученя изифраются, для кажлой безконечно-мвлой дуги 4х, 

навлонешемь 4г, воторое получается плоскостями-касательными, иро- 

веденными въ дзумт, ея концамъ и сначель совпалавшими съ плоевостья 
первоначальной кривой. Поэтому вполн® естественно назызать уголь де 

: . 4 
угхомъ вручешя и брать вездВ отномене а за мВру и емзиба, 5ото- 

рымъ отличается пространственная привая оть пхосвостной, и вручен, 
хоторое можеть считаться, какъ производитель этого выгибь. 



ГЛАВА ХШ. 

Вривыя поверхности; касательная плоскость и “особенныя точки; 
нормаль; “лини наклона, 

173. — Касательная плоскоеть къ поверхноети, 

По тону, что мы видфли въ № 41 и полнфе въ № 42*, веявая п0- 

зерхноеть, урайвен!е которой при прямолннейныхь координатахь ниботь 

форму Е(с, у, 2) = с013.с съ первой частью, безирерывною фумкщею 
2’а, у, #, имВющей первыя производных безирерывными, — допускает 

вообще къ каждой (х, у, #) изъ своихъ точекъ касательную плоскость, 
оть которой он отдвхяетея на маломъ разстояыи вокругЬ точки кон- 
такта (т, у, #) на количества, сравнизаемыя съ кездратами этяхъ раз- 

стоавй, и которая есть вето васательныхк, проходящихь въ эту самую 
точку ко всвмъ кривымъ, перекращивающимея здЪсь ва поверхности. 

Искаючене предетавляютъ только точки, назыв. особенными, вринвд- 

лежашая извфетнымь поверхностямь и уничтожающя ззразъ три чает- 

ныхь производныхе етъ Е по х, у, 2. 
Если уравневе поверхности рёшено`4о отношеню къ # или взято 

въ формВ 2==7(7, у) и если р и д означають двф частных производ- 
ныя нох ву ординаты 2==/(л, у), то мы уже зивемъ (втр. 89) урав- 
вене насательной ндоекости ири 2\, у, г; для подвижныхь коордянать: 

а) в — вара — +9 -—у). 

Но вогдь уравнеше поверхности, дхя большей общности, — форны 
Е(х, у, в) = с, то, чтобы получить уравнеше касательной плоскости, вве- 
денъ въ сооткошеше (1) значеня рн 4, которыя дело (въ № 66) диф- 
ференцировее 2"(х, у, 2) =, и яы получим 

дР ® о дЕ де 
ЭН: АИ, 8) =0. 

` 17 
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Напр., поверхность второго порядив, отнесевная къ своону центру и 

тремъ сопраженнымь полудаметрамь, иметь свопиъ уравненень 

ии” (3} ЯЕ| 

тд% А, В, С — три похозительныхь или отрицательныхь постоляныхь; 

поэтому частных произвводныя нервой части Р(х, у, 2), посл раздв- 

8 : 
левя на общ множитель 2, двдаются “, 5, д; * урзвнене (2) 

касательной нлоскоети дёлается 

аи) и 
А 

ВН 

о. 
ти вт” и б 

Земёнямь вторую часть ея значешемь 1, получвемымъ изь (3), и это 

уравнеше касательной плоскости къ поверхности второго порядка примет, 
форну, виолнф симнетричную по отношеню въ аня, У ну, РИ 

жа У 90, __ @) Ва =ь 

СлВдуеть замфтить, что оно ‘первой стенени квкъ по отношению 

5ъ коорданатань ©, у, р ТОЧЕВ контадта, таКБ и по ОТЯОЖеБНЮ въ по- 
движнымь координатам 2, у,, 2. 

Наконедь, можно, какъ это изложено въ конц® № 7, разеивтривать 

поверхность, хакъ мфото группы кривых, описываемыхь разлочныхи 

точкани одной и той же лини, которая, етъ одного мгновеня & до дру- 

гого, нереифщается, нзубпаясь извфетнымь способомь. Тогда коорди- 

паты 2, у, 2 суть функщи, вдоль каждой кривой, незанисямаго пере- 

ыфннаго # и, оть одной кривой до другой и при одномъ и томъ же 
значеня #, параметра а, номера порядка различныхь точекъ образую- 
щей лини; чтобы представить тавую поверхвость, янфемъ три уравнен!я} 

одной и той же формы #=/, (6, а), у-=Т.@, в), #-=[.(, «). Посхфхова- 
тельных положеня образующей лвым будуть устанавливать на воверх- 
ности вторую грувпу крявыхъ, которыя перекрощивають нервыя и кд- 

торыя выфють © зв неремвнное (вдоль каждой кривой), & # зв нарз- 

метрь. 
Твкъ какъ два соотношеня 2==/. (1, с), у== 1, а) опредфлають 

р исьъ вах фу оть ну, п так как, слбдовалельно, 2 ИЛИ 

Ыб, @) дблается сложной функщей 27а. н. гу при збибщи проможуточ- 
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кыхь функнй фи <, то легко можно выразить производныя по гну 

оть Ба и, сабдовательно, 2’а посредотвомъ непосредственно вычисдие- 
мыхъ производныхь ‘отъ /, / и[ь, нда оть т, уйр поёиа, Наконецъ, 
подстановка въ предыдущее уравнене (1) тажямъ образомъ найденныхь 

значенй для производныхь рп 4 отъ г по отношеню въ 2 и у дала бы 

уравневше касательной илоскости. 
Но ноедбднее, воторое всегда можно писать пременно, съ тремя 

неопредвленнымя козффищентани 4, В, (, въ вяз 

(5) 4 — + Ви —у 0—9 =0, 

получается способомъ, менфо отахеченнымь, веди замтить, что каса- 

тельная плосвость въ (2, у, 2) содержать касательную въ двумъ Ерн- 

ВЫМЪ @ == 60056 и #= 0008, которыя здфсь можно провести, иля при 
КаБдой элементь 43, инф ющй евонми облическими ироекщяии 4, ду, 4, 

выражаюнщцяся соотв тетвенно подъ совращенаой формой черезъ Ява & 

и черезъ Че?) 94а. Поэтому можно въ (5) подотавять на мВето 2, — м, 

4. —9, и —# эти див системы значешй 4х, 4у, 42; & это посхв 

сокращеюя на общий множитель 4 изи Ча хаеть дзз соотномена: 

па 42, ое ом ‚р 6 
(6) АвеВу С =0 , о о 

и дя д, В, 0 получаются три яропорщональныхь значения, нотущихь 

быть подетавхенными въ (5), 

д— @ _ 424, 
а а 

—_ 242 48 
[© пап 

све _ дд Фак 
Баагодаря этимь значешяиъ плоскость, выражающахся уравнешемъ (5), 

будеть внолиф содержать васательную въ (2, у, 2) ко всякой кривой, 

проходящей здЪсь на поверхности, ихи (что приводить въ тожу же) 

элементь 45, получающийея, если заставить уведичиться $ и а ва без- 

хонечно-малыя как-либо велячаны & ин 44. ДХФйствительно, обли- 
чесыя нроекщи, 4х, ду, 9, оть 45 ва оси будуть выражаться черезъ. 

Чен. ++ 4.9) 2) а; и взятых въ (5) выбото му а-я, 

овз тождественно будуть удовлетворать это уравнене, въ виду значе- 

в ® А, В, С вля соотношенй (6). 
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175, — Казательныя плоскоетя, проходящ1я черезъ данную точку 

или параллельныя данной прямой, 

Предположимъ, что требуется провести въ поверхности, извъетное 
`уравнеше которой — формы Ех, у, 2) =е, каевтельных плоскости, про- 

ходчийя черезь данкую точку (2), У;, 2,), Вди така, что координаты 

т, у, @: ЭТОЙ точки удоваетворяють соотношене (0) [стр. 259]. Надо 
будеть выразить, что точки контакта М(х, у, 2) удовлетворяють : 1) урак- 
зеше И==с поверхности и 2) соотношеше (2), гдф будуть взяты за 
2,9,» координаты данной точки А и тдф вевязфестными или цере- 
ифнвыми будуть, слёховательно, х, у, 2. Такъ как ото соотномеше 
дБаветси тогда, т.-е. пря 2, у, 2, вватыхь за подвижных коорхинаты, 

уравненемъ извфстной поверхности, то м8отомъ искомыхь точекъ (х. у, 2) 

будеть вривая МРО поресфченя этой поверхности н данкой Их, у, 2) 

ее называють кривой контанте. 

Если дёло вдеть назр. © поверкности второго порядка, то урав- 

нен{е (2), сдваввнгееся (4) [стр. 260], будеть первой стевени но г, у, 
и бухеть представлять тогда извзетную плоскость, переефчене которой 
поверхностью (3) дасть простую кокическую линию за кривую контакта. 

Эта плоскоеть контакта назызается полярной плоскостью точки Л по . 
тношон!ю въ поверхности второго порядка № ==с; а точка (2, У,, #4) 

Е. 25. 

называется полюсомь плоскости. Похаярныя плосвоств и полюсы точно. 
тавъ ве, какъ аналогичных (зн яолярныя) прямыя н точки. въ кря- 
выхь эторого порядка, обладають замфчательными свойствами, сводя- 
щимиея, съ одной отороны, къ тому, чт0 5, уд в 2 у, 2, ВХОДЯТЬ 
одним и твыь о образомъ кли могуть понфняться свонми ролями 
въ (4), & съ хругой сторовы въ тему, что это уравнене (4) хёлвется 
уравненюм» (3) поверхности, когда беруть 2.:3,;#, равными у, 2. 



— 283 — 

Но обратимея въ случаю какой-угодно поверхности и проведемь 

въ касательныхь плосвостахь, начиная съ ихъ точевъ контакта, №, у, 8), 
касательныя МА, идунйя въ точву 4. Плоскость двухъ посл дователь-. 
выхь, АМ в АМ напр., изъ отихь касательныхь будеть содержать 

хром МА, начиная съ М, еше безвонечко-малую хорду ММ, уподо- 

бляеную, очевидно, касательной; а сяблдозательно, эти див правыя МА, ММ 
замьтно различныхь направлен (даже въ предёлё, гдВ длина ММ 

уничтожается) не перестануть опредфлять эту плосвоеть къ этомъ про- 

ДВАЪ, сдЪ она будеть простираться по двумь различнымь васатель- 

нымъ, выходащимь изь М, и сдфлается касательной плоскостью въ М 

къ поверхности. Поэтону можно разсматрявать АММ, а также и ана- 

логичвую предыдущую влоскость А Р.М, в6., вакъ соотафтственныя каса- 

тельный къ поверхности въ М, Р, ©4с.; велфдетЫе этого касательныя 

АМ, АМ,... въ предфлВ суть послЗдовалельныя пересёченя данныхь 
засзтельныхь плоскостей. 

По этому и по аналоги съ мветомъ поехвдоватедьныхь пересёченй 
трупны кривыхъ, которов есть линя, называенан амвелоной группы, 

хонуь АМРО, образуежый хасательными, выходящими изъ 4, будеть 

называлься анеелоной группы касательныхь плоскостей, проведенныхь 
въ поверхности черезъ точку 4. Такъ кавъ этн самыя плоскости, про- 

ходашуя вЪ конуев по двумъ послдовательнымъ образующим АМ и 
АМ, вла АР н АМ, оК., очевидно, касательны къ нему, то можно 

сказать, что комусъ-описань по поверхности Ё==с. Если назвать че- 

резъ Х, У, 2 воординаты какой-либо, К, изъ его точекъ, раеноложен- 

ной на образующей, соедняяющей неподвижную точву (2, У., 2} © дви- 
вущейсл точкой контакта (2, у, 2), то уравненя этой образующей 

Хи Ум, 
а Руиз и’ 7 ЖОвВО представят, что уше 

могуть быть замфнезы своими значеняыи въ вадё функуфн 27а, получен- 

выык изъ двухь уравнея!й кривой контавта, А. искхючене х между этима 

хнумя уразненшяын образующей яли 2’а, у,2 между этими и уравне- 

ями кривой вотакта, хадуть наконещь по отношеню въ Х, У, # 
уравневе ковуса, описаннаго изъ вершены 4. 

Если напр. эта точка А есть свётовой фокусь и если поверх- 

ность Ё==с есть поверхность непрозрачнаго тёла, даюинио яиънь по- 

зади себя, то нродолжене вонуса по ту (оть 4} сторову вривой кон- 
тавть отдФлить освфщенныя части пространства отъ тВхъ, воторыя не 

будуть освфщатьея; волёдетые этого, на самомъ непрозрачномъ тлф, 
кривая контакта проведеть эту демаркацию (отдёлене). Поэтому-то ее 

называють еще лишей плни. 
Когда точва А удаляется въ безвонечность но данной прямой ОД, 

выходящей изъ начала координатъ, то 2,, и,, #; увеличиваются, сохраняя 

свой отношения, и уравнене (2), которое можно пранать разхзленнымъ 

на количество порядка Уз, Рут в.?, приводатен въ окончательному 

будуть 
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вид, въ своей первой части, въ тремъ членамъ, сравниваемымь съ тан 

радикаломт. Одо тогда ириметь видъ: 

дР `9Е ЭР 
1 "ду 2 м = 

Каесвтельныя плоскости, проходяшуя черезъ 4, дёлаютея параллель“ 

зыни данной прямой ОД и ихЪ аввелопа, онисываемая на поверхностя, 

мЪето васатольныхь, теперь парахлельныхь къ этой прямой, кфлеются 

ве конусомъ, но цилиндромь (или поверхностью съ прямолинейными п 
параллельными образующими). 

Въ случа поверхяости второго порядка, представляемой (3) [стр.260], 

кривая контакта будеть ея пересвченемь плосвоетью п + 

да 0, котораи проходать въ центр (7 =0, у=0, 2=0) поверх- +6 
ности. Это уразнеше новазываеть, Что ота плоскость есть плоскость, 
данетральная и сопряженвяя съ направленемь ОЛ, или переобкающая 
въ ихь срединахь хорды, взралдельныя ОД. Но это можиб было в пред- 

явдфть; дЬйствительно, въ касательныхь, какъ МА, точка ковтакта М 

есть середина безконечно-малой хорды того же самаго ваправленя, 

веяфдетше чего кривая контакта будеть частью дамотральной плоскости, 

содержащей средины всфхъ хордъ, параллельныхь ОД. 

176. — Видимый ковтуръ поверхности, 

` Частный случай нослфдией задачи заслужнваеть сиещальнаго раз- 
смотрЬя; это случаВ, при которомъ хотять провести къ поверхностя 

ИЕ, у, 2}==е касательныя плосво- 

стя изи касательных, варандельныя 
оси 2овъ. Главизя важность его 

завлючается въ томъ, что описан- 

вый цилиндръ, анвелопе этихъ 1п10- 

скостей или мото этихъ касатель- 
ныхь, служить выфето предфле со- 
вокупностью ординатъ2 поверхности, 

Нз самомъ дЪхВ, когда на плоскости 
ху основашя этихь ординаль 2, про- 
веденныхь изъ различныхь точевЪ 
роверхности или только изъ одного 
изъ ея скатовъ, не покрывають всю 

плоскость зу, но ограничены иваЪет- 
ной кривой М’№’Р’9’, проекщей хи- 

Ни, по крайней ‘рф, ММРО поверхности, то (въ виду доказаняой без- 
врерызноети разсматриваеныхь поверхностей) ‘дв частн. новерхноетв, 

извюш/я орхинаты 2: женьмный для одной н больший дал другой, 
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сходдтея по этой лин ММРО, предетавляв ръ сосфдетвВ съ ней дв 

орхинаты 2, очевь мало отличаюнияея при оной в той же точит, у) 
плосвости 20у; в предфжьный цазнидрь МУРОФ’М’№’Р' есть внолн® 
мфсто касательныхь, параллельныхь оси Оз. 

Но особенно слфдуеть раземотрьть пересьчене его М’№Р” 0” плос- 

костью зу, изсто основан! врайнихь ординать 2 поверхности. Это 

место вазывають видимымь контуромь послфдней, потому что оно, оче- 
видно, будеть ограничивать поверхность хля наблюдателя, находнща- 

тося въ безконечноети на осн 2`08 и видящаго на плоскости ху, вакъ 
н8 экрань, что точки поверхности проектируются на основана свонхь 

ординать 2. Чтобы получить ‘уравиене этого пересёченыя, достаточно 

занфтить, что ыа плоскости ху безконечио близко оть веякой, кахъ М”, 

изъ его точевъ существують точки (2, у), изъ которыхъ выходять де 

безконечно-мало разнящуяся ордиваты 2, 2-- 42 в которыя даютъ, сл5- 
довательно, кромё Ил, у, 2) ==, еще Ех, у, я + 42) ==с я, сябдова- 

Иа, у, 24) — Иоьу. 2) 0, т.е. 4Е 0. Позтому бетается 
а 92 

ТОЛЬКО ИСКЛЮЧИТЬ я между двумя соотнощещами 

тельно, 

0 орд но 69-0 

Напр. въ случа поверхности вторего порядка (3) [стр. 260] второе 

соотиошене (160) даеть просто д = 0 и видамый контуръ есть илоскост- 

кое сфчеше, производихое на поверхиости плоскостью зу. 

179. — Нормаль къ позерхности. 

Я огранячусь случаемъ простой поверхности, представлающейся . 

при прамоугольныхь координатахь соотношещемъ вяда ==} (т, у). Урав- 
вене (1) [стр. 259] касательной” ИЖОСкОСтЕ сквлаетея здфсь 

ря 96, +, —9 50, 

тд® рн 4 озвачають деф частныя произаодныя огь 2 = (х, у) похв 

по у, поэтому везый перлендикулярь къ этой плоскоети будет, по 

разсужденио, употреблявшемуся уже нфоколько разъ, имёть свои воси- 
нусы-директоры пропорщональными коэффищентамь, —р, —@, 1, 

стоящямъ при (2, — =), (у, —У), (, —#2). Сьхозатезьно, если назвать 
теперь черезъ 2, У,, 2, Нодвижныя воординаты уже не плоскости, а 
нормали, воторвя между этиши перпендикудярамн есть хогь, который 

выходыть изъ точки (2, у, =} контакта, — то хзв ея ураянеша бухуть, 
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снова по хругому разсужденю, также изеволько разъ употреблявшенуся, 

5-7 ты или вполн, по сравнению каждаго изъ двухь 

первыхь отнощенй съ третьниъ, 

(28) пери -—9=0, уфя-+а(и-2)=0. 

Намъ придется прорвсти ве, начиная съ точки (2, у, 2), съ той сро- 

роны, которая образуеть съ положительными ; сетрый угожь, везфя- 

етые чего трейй восивусъ-диревторъ долженъ быть положительнымь; 
обозначимь черезь а, 2, у ея три угла съ положительными частами 
осей, ‘али черезь с03а, 0034, с0зу три равематриваемые восинуен- 

. 08а 6038 6087 
директоры. Еъ равнымъ отношешямъ р ет 

‚трей берется такимъ образом, положательнымъ, ны приложимъ четвер- 

тое, складывая почденно ихь вадраты, затЪитъ извлекая изъ резуль- 
тата полодсительный квадратный корень; и ихъ равенство съ этимъ 

четвертымь отнолещемь хасть намъ для трехь искомыхь косинусовь- 
директоровь нормали `значещя 

› изъ которыхъ 

—р —а . 1 
—, 0088 = — 208 = . 

Уна УТЕРЕ *7 урреы 
{24} с0ва 

Уголь р образуется нормалью и осью говъ и будеть ныфть частвую 

важность, по врайней мфрф, если взять плоскость ту горнзонталью; 
дйствительно, онъ будеть равняться углу касательной плоскости съ 

горизонтальной пхоскоетью; и его таигенсь будеть изыфрять нажлоно 

поверхности въ (2, у, 2). Извфетная формула ву = ай дасть 

дн этого наклона, обли подставить, но третьему (24), р*-- 9% +1 на 
ифето обратнаго оть с05%у, 

(25) ШУ ИЕ. 



ГЛАВА ХУ. 

Кривизна поверхностей, 

186. — Формы, ноторыя образуются вообще поверхностью въ окраст- 

ноетяхь одной изъ ея точекъ: параболоидь контакта. 

Веякая поверхность, вормаль которой яостеаенно изыфияеть на- 

правленНе, когда ея основаше перемфщаетея при этомь въ соефдотв® 

съ данной точкой (х, у, 2), представляеть вовругь этой точки изифетныя 

состояня формы, зависящия отъ быстроты, съ какою, начиная съ этой 

точки, нормаль качинкоть вращетьея въ равличныхь ивправленихь, 
Эти особенность фориы, таквмъ образомъ функшя косннусовъ-даректо- 
ровъ нормали въ (2, у, 2) в ихъ вервыхь производныхь по 2 ий у или, 
сябкователько, кавь первыхь, такъ и вторыхъ проязводныхь 

9 [3 0 6% 93= 

ая бану т 

ордниаты ==/(х, у) поверхности, составляють кривизну поверхности 

въ разсматриваемой точкё. Оф выражають, вели искаюченяь тоть слу. 

чай, водо онъ упичтожеютея при уничтожения г, 3, #, малые отрёзви 
между поверхностью н ея касательною плоскостью въ оврестностахь 
данкой точки контакта (х, у, #), а, слВдовательно, если он® разли- 

чвются между собой по фориз, то разлачныя новерхностя нля различ- 
ныя части одной и той же поверхноств. 

Количества р, 4, г, 8, # вычисляются, когда поверхность опрад- 

ляется неявныиЪ уравневемъ, какъ Ил, у, #)==с, при номощи част- ° 

ныхъ производныхь двукъ первыхь порадковъ отъь Ё, поэтому можно 

важьть, что равсматриваемых особенвоста, хврактеризующуя раздичных 

форкы поверхности, будуть завнейть оть этихь диухъ ворадкозъ про- 

ЭВВОДНЫХЬ. 
Представихь себф для сколь зозможнаго упрощена вопроса, что 

мы вереносимь начало координать въ динную точну (т, у, #), бора за 
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ось з’овь и ’овъ дв прямолянейных касательныя въ новерхиостя и 

38 06ь говъ нормаль, идущую такимф образожь, что сфчеше поверх- 

ВОСТИ ПЛОСЕОСТЬЮ 2х иыВеть около начала координатъ ординаты г по- 
дожательными. Первых и вторыя производныя отЪ 2, р, 4, и, &, Ь будуть 
относиться, слфдовательно, въ началу воордянать, и таБЪ какъ он по 

уеловю будуть безнрерывны, то функщя ==, у) можеть, въ с0- 
еВжетв®, быть резложена, шо формул Тэйлора, по нервымь и вторымъ 

стопенамъ. 2’ь и ув, резематриваемыхь какъ малых увеличешя #, 2, 
нолучаемыя съ этого вачала Еоординатъ двумя независимыми коорди- 

натамн: остаток СД, будеть, вообще несравненно меньше членовъ 

второй степени. Кром того, тавъ вакъ вначеше 2’а въ начал воордя- 

вать есть нуль, тавъ же ваЕЪ отклонеше Ур", по отношению къ 
плоскости ху, касательной плоскости, проходящей въ этомъ началь, то 

постоянный членъ н члены первой степени рх, 9у уничтожаются. 
Поэтому, асли привести значеше д въ его чхенемть порядей малости 

16 хи, иене возвышеннаго, чёмъ онъ самъ, который здВеь второго 
порядка, т.-е. пренебречь #,, то получится 

@) реа вау 8). 

Но это уравяеше есть урёвнеше параболопда, виБющаго за главную 

ось — 066 ховъ. Поэтому онъ называется яараболоидомь контакто; 
и дрйстантельно онъ ныфеть съ данной поверхностью контаЕть, вообще, 
второго порядка, такъ какъ разность, существующая между ихь 0- 

отьбтетвевными ординатами 2, есть именно остатокь Ж,; порядка ма- 
лостя пох ну бодёе возвышениаго, чёыъ второй. Тавимъ образомъ, 
велкая яовертноень съ вполнь безтрерыаными отклоненями подобие 

в» окревтяостлть какой-либо изь свошть тточень извъетному парабо- 

доиду, описанному вокру нормали ва этой точкь, кан оси, и имтю- 

щему въ соспдетеюь ея отртзки съ позерхностю порядка малости, вмешоло, 

чьмз оторой. Такъ кавъ вельй пораболондь, описанный изъ начала, 

хоординать вовругь оси 2’овъ, зажъ главной оси, имфеть свое уравне- 

ше формы (1), гдф х, 3, & означаютъ тря навю-либо коэффищевта, — 

т0 его отрёзки съ параболондонъ (1) и, сябдовательно, съ поверхностью, 
въ окрестностяхь начала коордичать, будуть порядка кнадратокъ иля 

проканеденй 2’а ин у’а, почему эти козффищенты отлачаютея отЪ того, 
чжь онв есть въ (1). Поэтону для дачной точкн существуетгь оканъ 

только параболонль контакта, который ий не зависить напр. отъ вы- 

бора 2’а и уз. 
Бронф того очевидно, что, если одиоврешенно описать изъ данной 

точка вакую-либо синь ани поверхности, которыя перекрещиваютея 
зАФеь, в диБю нараболокла, которая иметь ту же проектю на вбверх- 
‚ность. ху, то три нодвижныя воордизаты 2, /,2 этихъ дзукь дишй бу- 

дуть функщямн времени. +; тождественными пря: дзухь перныхь хин.у. 
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и различающиииея при третьей 2 только на количество А;. Дав зна 
будуть ныфть, схфдовалельно, въ разсматриваеной точк\, контаЕтъ вто- 
рого иорядкя я, поэтому, одвнъ и тоть же кругъ-касательный. Иначе 

тозоря, параболоидь можеть быть замьнень новерлностью при раз- 
сматривани кривизны, дающейся въ ить точкь контакта линзяны по- 

вертноети, хоторыя переспкаются здьсь и которыя инъють на совт- 
въиствующую касательную плоскость какую-либо данную проекцию. 

187. — ДвЪ главныя нормальных плоекости поверхности и ея два 

главныхъ оЪчешя въ какой-либо одной изъ ея точевт. 

ИзвЪстно, что ‘всегда возможно выбрать въ плоскости ху н начиная 
съ одного и того же начала координать двф новыя прамоугольныя оси 

2овъ и уовъ, по отношеню въ которым одпородное в второй стенени 

выражене »2*-- Ззлу-Н &/*, всегда сохраняющее въ каждой то5% плос- 
кости свое первоначальное значене, освобождается отъ прямоугольника 
ху перемфняыхь; это — система, образуемая одними в тёми же осями 

эллюпсовъ иля гиперболь, им юдхахь уравнешемь зд? -- Эоху -Н &/? = 60186. 
Но предиоложимъ, что иринаты тЬ оси, когорыя, заставляя исчезнуть 

членъ Язху, дфлають, очевчдно, нулевою въ точхф, взятой за начало 

координат, вторую обличеевую производную $ ординаты. Уравнеше {1} 

параболоида контакта сдфлветон, если умножить его на 2, 

{2) Зе 

и уравнене поверхности будегь отличатьея оть него только. прибавде- 
щежь 50 второй части члена 2%, порядеа малости по и у высшато, 
чфуъ второй. Такъ кавкъ координаты х в у вхохять въ (2) только 

въ евовхь квадратахь, то важдой точь (2, у, 2) параболонда соот- 

вфуструеть вторая (2, — у, 2), симметричная по отношеню къ илоско- 

сти 22, и третья (—2, у, 5), симнетричная по отвошенйо къ плос- 

вости 2у. Такимъ образомф плосвость 2х и злоекость гу суть плоскоетв 

симмотрн параболонда и, сяфдовательно, он замфино — плоскости син- 

зетри и для данной поверхности въ сосфдетвй съ выбраннымь нача. 

зомъ координать въ томъ емысяф, что (исключая одиозремениаго уничто- 
женя х, 3, @) поверхность здёсь безконечно-мевъше диссимиетрична по 

отяошевию въ этимъ плоскоетяюь, чёиъ по отношению къ прочим кё- 

кныъ-янбо нормальнымь или проходящинъ по осн я’овь илоскостямь. 

Дадетвительно, она сдёлается симнетричной по отношеню въ этимъ 10- 

слАдвим тольно. тогда, когда каЧНуТЬ совершенно пренебрегать ври- 

визной или обратать поверхность въ ея касательвую нлоекость. 

Позтому, 6% каоедой общкновенной пачкь поверхности существують 

був мзньстныя плоскости, нормальния къ поверхноств-и примоуманоля 
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‚между собой, въ обтихь сторонь которыть отв поверхность можеть 

считаться симметричной 85 окружающень безкоцечно-малоть вростран- 

етат. Эти илосвоети называются змавными плоскостями поверхности 
въ разематриваемой точвВ; кривыя, по которымъ онё пересвкаютъ до- 
верхность, называются двумя ззавными сючешями, относящимися въ этой 
точь, а ихь касательных, взятыя зхВсь за ось 2’овъ и у’овъ, можно 

вазвать мавними касательными. 

188. —- Характерное евойство главныхъ оъченй; точки закругленя. 

Два главныхь офченя 40, ОВ поверхности ОАВ при какой-либо 
‚ точкВ О обладають въ этой точкВ важнымъ свойствомь, если искхю- 
чнть лиши новерхности, которыя `перекрещиваютея въ другихъь напра- 
влешахь. Это свойство состоить въ томъ, что 09% послюдовалнельныя 

зормали, проходящёя хъ поверхности, одна — 8% разсматриваеной 

зночкь 0, друая — 65 конзиь безконечно-малой дури ОА или ОВ злавз- 
ныль спметй моцутз быть считаемы пересъкоонуимыся, т.-6. протодя- 
зними друю отз дрла на разстолньи болье свабомь, чъмь отрьзюк ОД 
или ОВ между иль основанфями, 

На самонъ дёяё въ параболовиь, тдЪ суще- 

ствуеть полная симметря поверхности но отношеню 

къ плоекостянЪ 20х и гу, нормали, воторыя имВюЮтЪ 
свои основаШя на одной изъ нихь и которыя не 

могуть выходить съ одной стороны, болфе чёмъ 

®ъ другой, находятся веецьло на этихь вхоскостяхь 

и, сябжовательно, стараются соодинатьея гл®-либо 

съ первой пормалью Ол, тогда вакъ диссаметря, 

существующая о отношенно ко всякой другой‘ 0лос- 

кости, проходещей въ Ох, заставляеть, внё этой 

другой плоскости, кормали, основаня которыхь рае- 
положены зАВеь, отвхонаться на углы, естественно 

сравнимые съ такими же изыфненяин яаирааленя, 

Ве. 48. получаемыми этчми нориахлый съ положен Ох, или 
сравнимые еще, численво, съ путемъ, пройдевныму 

ныи 015 0. 

Это можно дсио видьть, есжи зветавнть черезь точву (2, у, #) 
параболонда, гдф проходить вторая нормаль, кроходить эллипеъ илн ги- 

перболу, лежащую въ этой новерхноети, параллельную ху’амъ и инфю- 
щую за уравиенуе 22?-- #/°— 0156. Нормаль къ израбохонду въ (2, и, #), 
бухучи перпендикулярною къ этой кривой, будегь расположена въ ея 

нормальной плоскости, паразлельной Ох н проектируемой на ихоскость 

кривой по собственной, ея (кривой) нормали; вездфдетые этого мннииаль- 
вое разстояне до Оз`оть нормали, идущей ВЪ (2, у, 2) къ рарвболонду, 
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разетояще, очевидно, тождественное разстоянно от Ох хо нормальвой 
плоскости, о воторой ндетъ рёчь, будеть изифряться, ва этой самой 

плоскости Еризой 2*--$/*== сопзЬ, перпендикуляромь, ндущимъ изъ 

центра посл дней, расположеннаго на 02, въ нормаля, выходящей изъ 

(=, у, 2). Но известно, что въ элинлев иля гиперболв уз? + $ == 03%. 
нормаль, идущая. въ (г, у, 2), проходить и разетояня оть центра, 

сраввимонъ съ полудаметромь у/’*--у?, направяющимся въ его осно- 
ваше, по крайней иёрЁ, когда посдёдиое не лежить ина направлена 

оси. Это происходить, ел доватольно, какъ уже намъ приходилось до- 

ЕВЗЫВаТЬ, ТОЛЬКО ВДОЛЬ Глазныхь сфченй, которых пересфкаются двумя 

вориахяжи къ иараболоиду; "и этихъь сёченй, каЕъ осей кривой 

эх? — ©0154., ТОЛЬЕО ДВВ, 66а искночить частный случай, при ко- 
зпоромь кривая тл*-- = 60086 есть круз. 

Крон того, когла переходять оть параболонда въ данней поверх- 
ности, то косинусы-директоры нормали и ихъ первыя прочзводныя по 

2 ву, остаются одивки и тВии же въ начал координать 0; & это 
подразужНваеть сохранете расположещя отой нормали при охнихь и 

тВхь же ЕЗБИХЬ-хибо малых значеныхь га н у’а, получающахь изм$- 
кеня порядеа палости высшаго, чёмъ первый. СяЗховатедьио, въ по- 

верхности норивщи, проходапия въ Ди В, букуть образовывать, съ сво- 

ник соотв тственными проекщями АО, ВО” ва дв ихоскоетя э0х, гу, 
углы, бевконечно-меньше, чёыъ ОСА и ОС’В, и могуть быть не раз- 
лизаемы отъ АО, ВС”, тогда какъ, если бы плоскость 20 вар. быль 
ъпроазвольною вормальною плоскостью, то уголь нормали, проходящей 

въ А въ поверхности, съ ея проевшей АО на эту плоскость быль бы 
сравнимъ съ ОСА иди, численно, съ ОД, и эта нормаль проходила бы, 
сафдовательно, оть точки С пли оть Ор ва разстояийн того же порядка, 

а не на безконечно-неньшемь, чёиъ 0.4. 
Это посдфдиее обстоятельство выражается слонами: еслм сз точки О 

описать на поверхностие безконечно-маляй путь в0 всякомь друзомь на- 

зравлени, @ не въ двухь зчавкыхь ОЛД и ОВ или изо противополож- 
ныть, то нормаль, протодящея кь повертности на второмь кони этою 

мути, не бубеть острьчать нормаль, пролодяюую къ первому концу, 
но будеть проходить оть нея на разстояи то же порядка, что и 
отризокь между иль соотеттетавевными основащями или протодн- 

‚мый путь. . 

Исключен!е изъ этого закона будугъ ныБть, какъ тольБо что было 
сказано, только кривых 72? $у2 — сопзЬ, есле она имВютЪ болфе двухъ 

тлавныхь осей, т,-е, если ов обращаются въ вруги. Этоть случай 

происходить, когда два главныхь сёчеыя ОД, ОВ равны въ парабо- 
лов, или, въ ннду уравненй (1) я (3), когда ямфють въ разеиатри- 
ваемой точеВ заразь 3-50 н х==ё. Тогда удвоенвая ордината д, за- 

ыётво выражающихея черезъ 7(21-- у"), заргируеть почти тольБо выЪстВ 

е5 разстоянюмъ Ул?--у* оть каждой точки до оси ›'овф, и парабо- 
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доихъ "хфлается параболондомь вращеня вокругь этой оси, а всё нор- 
ивльных въ точ: О сфчешя, т.-е. вс№ пересфчен!я поверхности нлос- 

костами, проходащима но Ол, двлаются главными сбченлин, по врайней 

ыёр8, когда эта точка разснатривается изолированно, т.-е. когда ие 
разематриввють тлавныя сфчеми, какъ вмфюпя предбльное располо- 
жене того, что они нывють въ сосБдиихь точвахь. Такая точка 0 
называется точкой закруленл. 

189. — Главныя кривизны поверхности аъ разсматриваемой точкЪ; 

средняя кривизна и кривизна существенная или постоянная. 

Зъ предыдущей фигур (<. 43) нормаль 0х въ поверхности пере- 

сВквется въ двукъ точкахь Си О’ сосвдними прамымя 4С, ВС’, ко- 

торыя можно предноложить нормальными въ поверхности и, слёдова- 
тельно, въ двумъ главвымъ сЪчещань 04. ОВ, при отрэкахь почтя 

второго порядка отноеительно-напраалоня иля пренебрегаемыхь въ срав- 
неши еъ углами смежности, закъ ОСА, ОС’В. Плоскоети-васатезьныя 
вривыхь 04, ОВ суть гОх, гОу, почему ось Оз есть главнан нормаль, 

зъ 0, послфянихь и, слВдовательно, точкя (', С’ суть (въ предфлё) ихъ 

соотефтствевные центры кривезны. Нхъ чазывають двумя злобными 
центрами кривизны поверхности для расматриваеной точкя 0. 

Два соотвЪтетвующихь радлуса кривизны, ОС’ 

или АС н 00’ или ВО’, которые мы вавовенъ 

соотвфтотвенно черезь В и Ё’, называются двумя 
злавными радфисами кривизны поверхности, отно- 
сащимиея въ точк% О. Нривато считать ихъ по- 

дожительно, когда на норкали СС’ они напра- 

влаютея изъ точки О въ сторону, гд они образують 

острый уголь съ положительными г’ави, кавъ это 

н было въ фигур® 43, но всегда можно допускать, 
что одянъ изъ двухъ радусовь долженъ быть та- 
кимъ, если надложащимъ образомъ провести ось 02. 

Такниь будетъ здёсь первый В, тавъ вкакъ уёче- 

ве ОД инфегь по условйо свои ординаты 2 поло- 

жительныме и обращаеть, слёдовательно, свою 

вогвутость къ подожительнымь 2амъ. Напротирь 
ахь счнтать схфдуеть отицательно, если радусъ кривизны направзается 
оть точки О въ сторону отрицательныхь 2овъ, сотжасно замфчаню, 
едфламному уже зъ теори кривизаы пхоскоетныхь линШ (стр. 199). 

Это будеть пронеходить съ В’въ Ёц. 44, гдф второй главвый цежтръ 

кривизны, (’, уже иаходится ве съ той стороны нормали Ох, тхф первый 
центр О; по сь противоположной. 

Е. 44. 


